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Tras un breve recorrido histérico, se intenta caracterizar las matemdticas del Siglo
XX por la primacia de las estructuras sobre los objetos matematicos. Se discute la concep-
tualizacidn usual de “estructura”, “sistema” y “‘conjunto’, para mostrar las inconsecuen-
cias que sc deslizan en el uso de “estructura”, y las ventajas de utilizar una version de la
teoria general de sistemas adecuada a las matemdticas actuales, Se precisa ¢l concepto de
sistema matemadtico, sefialando sus aspectos material, activo y tedrico, a los cuales corres-
ponden ¢l sustrato (conjunto subyacente), la dindmica (conjunto de transformaciones), y
la estatica (conjunto de relaciones) o sea la estructura del sistema matemitico. Se estudian
los distintos tipos de sistemas matemadticos actualmente utilizados, desde los sistemas de
nameros naturales hasta las categorias, para mostrar la pertinencia de la teoria desarrolla-
da en el trabajo y su potencia descriptiva.

Abstract

After a brief historical overview, 20th-Century Mathematics is characterized by the
priority of structures over mathematical objects. The usual ways of conceptualizing
“structure”, “system’, and *“‘set” are discussed, in order to show the way inconsistencies
appear in the use of “structure”, and to show the advantages of using a version of general
systems theory adapted to modern mathematics. The concept of mathematical system is
worked out, deploying its material, active, and theoretical aspects, to which there co-
rrespond the substratum (sct of objects), the dynamics (set of transformations), and the
statics (set of relations), i. e., the structure of the mathematical system. The paper deve-
lops the different types of mathematical systems currently in use, from natural number
systems to categories, to show the appropriateness of the theory developed in it, and its
descriptive power,

Introduccion los siglos anteriores, me atreveria a proponer la si-
i iente: en el siglo XX se dio el paso de los objetos
St se quisiera dar una caracterizacion de las g‘;as emml_gl P g

matemdticas del siglo XX como diferentes de las de

, Podriamos decir que hasta fines del siglo pasa-
*  Universidad Naciona! de Colombia, Santafé de Bogoti, D.C. do cada rama de las matematicas tomaba su propia
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caracterizacién de la naturaleza de los objetos con
los que trabajaba:

— La aritmética y la teoria de los niameros trata-
ba de los niimeros naturales y de los enteros,
de las fracciones con numerador y denomina-
dor enteros, y de los nimerosalgebraicos y los
enteros modulo n. Los reales y los complejos
aparecen en la teoria de nimeros mas como
herramientas que como objetos de estudio.

— La geometria trataba de los puntos, rectas,
curvas, planos, superficies, variedades y otros
tipos de espacios.

—  El andlisis se dividia muy claramente segin los .

objetos de estudio: el analisis real para las fun-
ciones sobre los reales, el analisis complejo pa-
ra las funciones sobre los complejos, y el ana-
lisis funcional para los operadores diferencia-
les, integrales y variacionales que actuaban
sobre esas funciones.

—  El algebra era apenas una rama inicial del ana-
lisis que trataba de las ecuaciones con nime-
ros desconocidos (‘‘incognitas”), pero de los
cuales se sabia con seguridad que eran reales o
complejos. Era —y sigue siéndolo en los libros
de bachilleratc y primeros semestres de la
universidad— mas bien una herramienta para
resolver ecuaciones y expresar funciones, que
una disciplina en si misma.

— La trigonometria y el cilculo diferencial e in-
tegral eran ramas un poco mis avanzadas del
analisis real, en las que se estudiaban funcio-
nes no tratadas en el algebra, sus relaciones de
tipo ecuacional, y las derivadas e integrales de
las funciones elementales del dlgebra y de la
trigonometria.

— Las ecuaciones diferenciales ordinarias y par-
ciales eran apenas una rama intermedia del
analisis, de tipo enciclopédico, cuyas solucio-
nes se consideraban siempre como funciones
reales o complejas.

La naturaleza de los objetos matemadticos con
los que trataba cada rama puede pues caracterizar
las matemaiticas clasicas hasta los comienzos del il-
timo cuarto del siglo pasado.

Ambientacion historica

El cambio vino de miltiples fuentes. Enume-
remos someramente algunas de ellas. En el estudio
de las ecuaciones polinomicas de grados superiores
al cuarto se fue imponiendo desde el siglo XVIII la
necesidad de estudiar las permutaciones de las rai-
ces de esas ecuaciones, o equivalentemente de las
variables de los polinomios en varias variables, A
comienzos del siglo XIX Evaristo Galois estudid
ciertas “‘agrupaciones” o “grupos” de permutacio-
nes, entendiendo la palabra “grupo” en el sentido

usual de “agregado” o “coleccién”, y estudié las
propiedades de ciertos “subgrupos” que permane-
cian invariantes bajo ciertas transformaciones. Esto
le permitié probar la imposibilidad de resolver las
ecuaciones de grado mayor que 4 por medio de ra-
dicales. El estudio de esos ‘‘grupos” de permutacio-
nes de nimeros o simbolos se adelantd durante
todo el siglo XIX, pero solo al final, en los trabajos
de W. van Dyck, (1882); E. Netto, (1882) y H.
Weber (1882), se llegb a formular en abstracto la
estructura de esos grupos, y a proponer los axiomas
minimos que deberian cumplir esos sistemas de
transformaciones. (Ver Wiissing, 1984, pp. 235-
251; Van der Waerden, 1985, pp. 151-154).

La aparicion de las geometrias no euclidianas
en el primer cuarto del siglo XIX pasé mas por ser
una curiosidad inGtil y molesta que un descubri-
miento importante, hasta que hacia 1870 Beltrami
y Klein presentaron modelos bidimensionales de
esas geometrias que se podian considerar como al
menos parcialmente insertados en el espacio eucli-
diano tridimensional, y por medio de ellos mostra-
ron que las tres geometrias se sostenian o caian por
igual. Klein estudio las distintas geometrias conoci-
das entonces, y encontro que entre todas ellas ha-
bia una jerarquia que se podia expresar elegante-
mente a través de los grupos de transformaciones:
nacio asi el “Programa de Erlangen’’ de 1872.

La logica simbélica empezé a desarrollarse ha-
cia 1840 en Inglaterra con Boole y De Morgan. En
Alemania Frege publica su ‘“‘Begriffsschrift” en
1879, y Dedekind su libro sobre los nimeros en
1888. Al aiio siguiente, Peano publica sus “Princi-
pios de la aritmética’ en Italia, y comienza la pu-
blicacién de los cinco fasciculos de su “Formula-
rio”’ (1895—1905). Estos autores en Europa y Char-
les Sanders Peirce en los Estados Unidos empeza-
ron a introducir lenguajes simbolicos artificiales
mads apropiados para el estudio de la l6gica que los
simbolismos prestados al algebra utilizados por sus
antecesores. Pero solo con los trabajos de Russell
y Whitehead en 1910 adquirid carta de ciudadania
la logica simbolica, y se propagd el simbolismo de
los “Principia Mathematica” adaptado del propues-
to por Peano.

Fue tal vez Hilbert quien contribuyd mas al
cambio radical al que me refiero en este articulo. Hil-
bert traté de formalizar rigurosamente la geometria
euclidiana, y al tratar de hacerlo empezé a captar la
necesidad de “olvidar” la naturaleza de los objetos
geométricos basicos, como los puntos, rectas y pla-
nos. Su famosa broma sobre hacer geometria con
mesas, sillas y jarros de cerveza es muy indicativa
de la nueva tendencia que se empezd a extender
desde Gottingen a fines del siglo XIX.

El formalismo hilbertiano buscaba retroceder
desde las definiciones iniciales de una teoria hasta
los términos no definidos que aparecian en ellas;
retroceder desde los resultados de la investigacién
matematica en un drea hasta los supuestos implici-
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tos o explicitos que conformarian los axiomas ini-
ciales de esa teoria, y finalmente retroceder desde
las pruebas informales de la practica matemitica
hasta las formas rigurosas de argumentacion.

Por otro lado, hacia 1874 Georg Cantor empe-
26 timidamente a estudiar los agregados o “multi-
tudes” (““Mengen’’) de puntos de discontinuidad de
ciertas funciones, y poco a poco fue cayendo en la
cuenta de que se podian estudiar muchas de las pro-
piedades de esos conjuntos independientemente de
8i sus elementos eran puntos, nimeros u otros obje-
tos matematicos, La teoria de conjuntos se desarro-
R6 en los escritos de Cantor de 1874 a 1897, pero
solo en el Congreso Mundial de Matematicas de
1900 adquirié carta de ciudadania, gracias precisa-
mente al mismo Hilbert. Este proclam6é que nadie
nos podria sacar ya del paraiso creado por Cantor.
Pero esta referencia a los angeles del Génesis no te-
nia en cuenta los demonios que surgian en forma
de paradojas insolubles en el interior del mismo
paraiso.

Se podria también sefialar que la invencion
de los cuaternios por parte de Hamilton en 1843
(publicados en sus “Lectures on Quaternions’’, Du-
blin, 1853) y los trabajos de Grassmann sobre ilge-
bra exterior publicados en su “Ausdehnungslehre”
de 1844 (aunque no reconocidos hasta que Hankel
los difundido en 1867) representan hitos en la for-
mulacion de objetos y sistemas matemiticos que
cumplian propiedades que parecian paraddjicas a
los ojos de los matemiticos clisicos. Los trabajos
de Sylvester, Cayley y Frobenius con los determi-
nantes y las matrices prepararon el terreno para
nuevos sistemas algebraicos, nuevas operaciones y
nuevas propiedades.

En Francia fueron tal vez los trabajos de Hen-
ri Poincaré los que empezaron a desarrollar las he-
rramientas conceptuales necesarias para tratar de
olvidar la naturaleza de los elementos espaciales in-
tuitivos en los espacios de dos y tres dimensiones, y
estudiar mas bien propiedades de sus descomposi-
ciones en trozos simples y la manera de trazar y de-
formar curvas en ellos. Los grupos de homologia y
de homotopia mostraron que era posible estudiar
propiedades de los espacios con herramientas alge-
braicas tomadas de la teoria de grupos.

La aparicion de los grupos en teorias matema-
ticas tan disimiles como las ecuaciones polindmi-
cas, las ecuaciones diferenciales parciales de la me-
canica, las matrices, los espacios de la geometria,
ete., impulsé el aislamiento y el estudio no sélo de
la estructura de grupo sino de otras relacionadas
con él, como las estructuras de semigrupo, de anillo,
de cuerpo, de espacio vectorial, de mdédulo y de re-
ticulo. La llamada “dlgebra moderna” o ‘‘dlgebra
abstracta’ habia nacido.

Podria decirse que el algebra abstracta es al 4l’
gebra de bachillerato como el algebra de bachiile-
rato es a la aritmética elemental, con tal de que se

aprecie que el abismo de abstraccion de la aritmé-
tica elemental al algebra de bachillerato es mucho
umenor que el que separa al algebra de bachillerato
del algebra abstracta.

A comienzos de este siglo, los estudios de Fré-
chet en Francia y de la escuela polaca (ver Arbole-
da, 1980; 1982) abrieron las puertas a los estudios
de espacios de funciones y luego de espacios cada
vez mas abstractos y patologicos, Las distancias,
normas, uniformidades, vecindades abiertas y cerra-
das aparecieron como mas importantes que la natu-
raleza de los “puntos” de esos espacios, y por eso
no importaba ya si eran puntos geométricos clasi-
cos, 0 numeros, conjuntos, lineas, funciones, trie-
dros moviles o planocs tangentes,

El escenario estaba listo para que después de
la segunda guerra mundial empezaran a avanzar en
muchos frentes los esfuerzos de abstraccién y de
unificacién de las disciplinas matematicas a través
del olvido de la naturaleza de los objetos y del tra-
tamiento abstracto de los sistemas vy las estructuras.
Estos ensayos se concretaron en las publicaciones
del grupo que escribia en Francia bajo el seudéni-
mo de “Nicolas Bourbaki”, ya desde los afios trein-
ta de nuestro siglo.

Las estructuras bourbakistas

Los Bourbaki intentaron aislar las estructuras
matemiticas atendiendo a conjuntos abstractos de
objetos no identificados, con sus leyes de composi-
cion, sus relaciones de orden o sus sistemas de ve-
cindades.

Identificaron asi tres tipos de estructuras, las
“estructuras madres” de todas las matematicas:

— Las estructuras algebraicas, como las de grupo,
anillo, cuerpo, médulo y espacio vectorial.

—  Las estructuras de orden, como los conjuntos
preordenados, los ordenados, los totalmente
ordenados, los bien ordenados, etc.

— Las estructuras topologicas conformadas por
colecciones de vecindades abiertas de un espa-
cio, que permitieron unificar el estudio de los
fenomenos tratados por Fréchet y la escuela
polaca, y los que aparecieron en la base de las
geometrias mas débiles del Programa de Erlan-
gen, en los subconjuntos del plano real y com-
plejo, en los espacios funcionales, etc.

Para los bourbakistas, las antiguas matemati-
cas plurales quedaban asi unificadas en una 0nica
disciplina formal en singular y con mayuscula: la
Matemaitica,

Los componentes del grupo Bourbaki intenta-
ron generalizar lo que era un tipo de estructura, y
propusieron la necesidad de que estuvieran disponi-
bles uno o varios conjuntos subyacentes, algunos
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de sus productos cartesianos y sus conjuntos de
paries, para seleccionar de ellos los subconjuntos
que correspondieran a los grafos de las leyes de
composicidén y de las relaciones. Ese fino analisis
bourbakista fue tal vez el paso mis importante en
la aceptaciéon de la primacia de las estructuras so-
bre la naturaleza de los objetos.

Pero el desprecio por la logica, el rechazo al

intuicionismo, el silencio sobre el teorema de in-

completez de Godel, y la simplificacion de la teo-
ria de conjuntos por la introduccion del operador
tau de Hilbert (que supone el axioma de eleccion),
hizo que la teoria de conjuntos y la logica se desa-
rrollaran en forma independiente de la escuela
Bourbaki. Y fueron precisamente los trabajos sobre
fundamentos de la teoria de conjuntos de Zermelo
{1908), Fraenkel (1922) y von Neumann (1925)
los que impulsaron el desarrollo de esa teoria en
forma divergente, y los trabajos de Lowenheim
(1915), Skolem (1922), Herbrand (1930) y Godel
(1931) los que llevaron a la necesidad de precisar el
lenguaje en el que se formulaba una teoria matema-
tica, su sintaxis, sus interpretaciones en sistemas
concretos o modelos de esas teorias, y a precisar
asi lo que eran los conjuntos subyacentes, las ope-
raciones entre ellos, los operadores internos y ex-
ternos de los sistemas, las relaciones y las constan-
tes que sefialaban los objetos que tenian nombre
propio en esos sistemas.

Entre 1933 y 1936 Tarski y Carnap, desarro-
llaron la teoria de la verdad en los lenguajes forma-
les, y se establecio la semantica como disciplina de
las interpretaciones de las teorias simbdlicas.

Se empezb entonces a utilizar indistintamente
“sistema’ y “‘estructura” para referirse a esos mo-
delos de las tearias en sus distintos grados de abs-
traccion, aunque la palabra “‘estructura’ obtuvo la
primacia en los libros de logica y teoria de modelos.

Pero en los circulos cientificos y filosdficos
franceses la palabra “estructura” tenia una conno-
tacion mas abstracta: era mas bien aquello que te-
nian en comiin sistemas superficialmente diferentes.
En ese sentido es correcto decir que “‘dos sistemas
tienen la misma estructura”, pero no seria inteligi-
ble decir que ‘“dos estructuras tienen el mismo sis-
tema’’.

Por lo tanto, es necesario precisar el sentido
de las palabras “sistema” y “estructura”. La solu-
cion mas usual después de Bourbaki es confundir
“sisterna’ con ‘‘estructura” y hablar del aspecto
mas abstracto como un “tipo de estructura”. Pare-
ce sin embargo muy extraho decir que “una estruc-
tura tiene estructura de grupo”. Por eso me atreve
a proponer una precision ulterior en el uso de las
palabras ‘“sistema’ y “‘estructura”.

Bourbaki hace también a su manera una breve
historia del camino de la abstraccidon en las mate-
maticas del siglo XIX. Seiialan los Bourbaki que la

nocion de estructura estaba potencialmente lista
“en substancia” hacia 1900, pero que necesitd
unos treinta afios mas para aparecer a plena luz
(Bourbaki, 1960, p. 34).

Las categorias

Pero al mismo tiempo que el grupo Bourbaki
redactaba sus fasciculos basicos (1936—1957) se
empezd a desarrollar la teoria de categorias por
parte de Ehresmann, Cartan, Eilenberg y MacLane.
Los Bourbaki estuvieron a las puertas de la teoria
de categorias al final del capitulo IV de la teoria de
conjuntos, al tratar en las dos ultimas secciones los
temas de los morfismos y de las aplicaciones uni-
versales. Pero se detuvieron en el umbral, tal vez
por el rechazo que producia todavia el oscuro len-
guaje Ehresmanniano. Se necesitaba todavia el tra-
bajo de Leray, Kan, Artin, Grothendieck, Gode-
ment, Serre, Buchshaum, Stone, Freyd y Lawvere
para que la difusion de las categorias como lengua-
je universal de las matematicas y la logica fuera
una realidad.

En el mundc de las categorias se puede pensar
mis facilmente que los objetos de la categoria son
los sistemas, y que el nombre de la categoria deno-
ta la estructura minima que deben tener todos los
sisternas que viven en ella: la categoria de grupos
abelianos, o la categoria de conjuntos bien ordena-
dos o la categoria de espacios topologicos. Los
morfismos entre sistemas son las flechas de la cate-
goria respectiva, y las aplicaciones universales son
mas bien las soluciones de los problemas universa-
les en las categorias.

As{ parece mis conveniente reservar la palabra
“‘sistema’ para un objeto concreto de la categoria
(por abstracto que sea), la palabra “morfismo’ pa-
ra una flecha de la categoria, y la palabra “estruc-
tura’ para la red de relaciones que caracteriza a los
sistemas de cada categoria, Mis adelante precisaré
esta nocion inicial de “red de relaciones”, y distin-
guiré entre sus aspectos interno y externo.

Sistemas, estructuras y lenguajes formales

Al analizar desde el punto de vista logico las
teorias sobre cada uno de los sistemas matematicos,
se vio muy pronto que los simbolos con los que se
escriben las formulas bien formadas de esas teorias
son de naturaleza muy diferente unos de otros.
Hay unos simbolos l6gicos que se requieren para
escribir cualquier teoria matematica, como la nega-
cién, las conectivas binarias, los cuantificadores y
los separadores (comas, paréntesis, etc). Pero hay
otros tipos de simbolos, llamados términos, que
s6lo nombran elementos del sistema (asi estos ele-
mentos sean a la vez conjuntos); los términos pue-
den ser a su vez simples, como las constantes y las
variables, o0 compuestos de esos simbolos pasivos y
otros activos como los simbolos de operadores de
uno, dos . . ., n puestos, que al ser saturados con
términos producen otros términos, Finalmente,
hay una serie de simbolos de predicados de uno,
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dos, . .., n puestos, que al ser saturados con térmi-
nos producen las formulas bien formadas.

La diferencia basica entre operadores u opera-
cidnes por un lado, y predicados o relaciones por el
otro puede resumirse en este aforismo:

Loz operadores corresponden a la practica;
los predicados corresponden a la teoria.

Para aclarar pues lo que es un sistema mate-
matico por medio de formulas de un lenguaje for-
mal, desde el punto de vista sintdctico tendriamos
que tener al menos simbolos de operadores activos,
simbolos de predicados o relatores, variables y
constantes. Pero desde el punto de vista semantico,

'si queremos tener interpretaciones de esas formulas
en el sistema que estudiamos, necesitamos uno o
varios conjuntos a cuyos elementos se refieran las
variables y las constantes, y por medio de sustitu-
ciones y cuantificaciones podemos lograr que no
quede ninguna variable libre en las férmulas de la

~ teoria respectiva. Asi podemos aspirar a tener can-
didatos a axiomas y teoremas de la teoria interpre-
tada.

Una primera propuesta podria pues ser la pre-
sentacion simbolica de un sisterma matemético a
través de cuatro tipos de simbolos:

a. Simbolos para su conjunto o conjuntos sub-
yacentes,

b. Simbolos para sus operadores u operaciones
unarias, binarias, etc.

¢. Simbolos para sus predicados o relaciones
unarias, binarias, etc., y

d. Simbolos para las constantes que tengan nom-
bre propio en el sistema respectivo.

Sin embargo, en una primera simplificacion
—que representa ya un alto grado de abstraccion
pero que es coherente con la primacia de los aspec-
tos activos y practicos en el estudio de los siste-
mas— propongo considerar las constantes como
operadores que seleccionan el elemento designado
por el nombre propio respectivo; asi podemos in-
corporar las constantes dentro de los operadores
activos, v llamarlas ‘‘operadores ceroarios”, pues
escogen el elemento respectivo sin necesidad de ser
aplicados a un argumento especifico. Asi podemos
llegar a una primera simplificacion de la presenta-
cién de los sistemas matemaéticos.

a. Presentar su conjunto o conjuntos subya-
centes.

b. Presentar sus operadores u operaciones.
c¢. Presentar sus predicados o relaciones,

Pero por supuesto que tampoco habria pro-
blema en’ presentar al final las constantes después

de las relaciones, como se hace ordinariamente. Por
ejemplo, el sistema de los niimeros naturales con
las “cuatro operaciones’” y las relaciones de orden
se sitele presentar asi:

(NJ +J %, +! 4; <.! ?ul >J 0; ‘)

Para no separar las constantes, éstas se pueden
poner simplemente al lado de los cuatro operadores
binarios que ya tenemos. Para tener operadores bi-
narios, unarios y ceroarios, agreguemos un conoci-
do operador unario o de un solo puesto: “el siguien-
te de”, introducido por Peano, que notamos ‘s’ o
‘s{ )'; cologquemos en seguida los dos operadores
‘ceroarios que notamos ‘0’, ‘1’ y que seleccionan
esos niimeros. Tendriamos asi:

(NJ +r . xa “":', Sa 0.- 1: i; <; }; >).

Agrupando mas claramente las operaciones y
relaciones tendriamos:

(N, {+, -, x,+,5,0, 1}L,{<,< 3. >0

Pero no sblo queremos presentar simbdlica-
mente el sistema. Tenemos ante todo gque pensar en
lo que esos simbolos significan. Propongo pues en
seguida lo que podria ser un sistema desde el punto
de vista conceptual.

Pero antes hay que hablar acerca de ciertas
construcciones primitivas, que hemos estado utili-
zando sin pensar explicitamente acerca de ellas: las
palabras, las parejas y ternas ordenadas, etc.

Las construcciones basicas

Al emitir sonidos articulados o escribir pala-
bras de nuestro_lenguaje natural, estamos efectuan-
do una construccion serial, una sarta o tira de soni-
dos, en la que “ab” y “ba” son esencialmente dife-
rentes. Al construir un artefacto o pintar un grafis-
mo complejo, coordinamos y subordinamos unos
objetos a otros, o unos trazos a otros. A estos arre-
glos ordenados los podemos llamar “‘sartas™ si son
lineales, o “arboles™ si son ramificados, o podemos
Hamarlos “drboles” a todos y considerar las sartas
como un tipo especial de arbol muy simplificado.

Es dificil precisar en qué consiste la sarta mas
elemental: una pareja en la que importa mucho el
orden de los componentes (*‘pareja ordenada'),
que escribamos ‘ab’, ‘(a, b)’, ‘< a,b>"0‘[a,b]’, ¥
en qué consiste una pareja en la que no importa el
orden (“pareja desordenada’), que escribimos
‘{a, b}: y que vamos a considerar igual a‘lb, a}. Es
posible pensar que la pareja ordenada es anterior y
més primitiva que la desordenada, por el hecho de
la sucesion temporal. Pero también es posible con-
siderar la desordenada como mas primitiva, y tratar
de reconstruir la pareja ordenada a partir de parejas
desordenadas. Wiener y Kuratovsky propusieron
una manera de hacerlo:

(a, b) = {{a, a}, {a, b}} = {{a}, {a, D}}.
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O puede también considerarse como mis pri-
mitiva la pareja ordenada, y considerar la desorde-
nada como producto del olvido activo del orden.
Esa es mi propuesta. Podriamos caracterizarla con
un aforismo que recuerda cierto tipo de cosmogo-
nias:

En el principio era el orden.
Luego vino el caos.

Pareceria que también pudiéramos declarar
que la pareja ordenada, (a, b) es equivalente para
algunos propositos con la pareja ordenada (b, a), y
que asi podriamos llamar {a, b} a la clase de equi-
valencia a la que s6lo pertenecen (a, b) y (b, a). Pe-
ro para ello tendriamos que saber que esa clase de
equivalencia es una pareja desordenada

{(a, b), (b,2)}.

Las parejas ordenadas pueden extenderse a
ternas o triplas ordenadas (a, b, ¢) por medio de
una pareja ordenada, uno de cuyos elementos es ya
una pareja ordenadas:

(a, b, c)= {(a, b), c).

Pero también se podria haber definido la ter-
na o tripla ordenada como (a), b, c¢)), o simplemente
postular la terna o tripla ordenada (a, b, ¢) como
una construccion basica inicial. Asi podrian postu-
larse cuaternas o cuiddruplas ordenadas, quinas o
quintuplas ordenadas, y en general n-plas o n-uplas
ordenadas como construcciones basicas: las suce-
siones finitas elementales.

De cualquier manera, las construcciones pri-
mitivas como sartas, tiras o listas lineales, o los ar-
boles, arreglos y colecciones, no pueden reducirse
a sistemas matematicos mas primitivos, pues los sis-
temas matematicos estdn compuestos por ellas, Ya
se sabe que al final de una serie de definiciones es
necesario llegar a términos, operaciones y relacio-
nes no definidos, que en matematicas pueden estar
limitados Unicamente por sus propiedades explici-
tamente postuladas, Pero los objetos iniciales tam-
bién pueden ser artefactos producidos fisica o men-
talmente, y sobre esas construcciones basicas puede
también hacerse el montaje de muchos sistemas;
matematicos.

Por eso cuando presentamos anteriormente el
sistema de los numeros naturales con las cuatro
operaciones y las relaciones de orden usuales, escri-
bimos con toda naturalidad:

(N, +, -, %, +,¢43,>0,1).

Pero no nos dabamos cuenta de que estaba-
mos formulando una 11-pla ordenada.

Algo parecido sucedid al agrupar los operado-
Yes binarios, el unario y los ceroarios en un sdlo

conjunto de operadores, y las cuatro relaciones de
orden usuales en otro. Entonces escribimos:

(NJ {+: -, %, +,8, 0) l}a{ (l <-' ;! >})—-

No nos dibamos cuenta de que estibamos
proponiendo una tripla ordenada de conjuntos, ni
de que el segundo conjunto era una séptupla desor-
denada, y el tercero una cuadrupla desordenada.
Lo que sucede es que no podemos seguir retroce-
diendo a construcciones mas elementales, pues es-
tas son las construcciones basicas. No podemos ir
mads atrds,

Utilizaré este ejemplo del sistema de los nii-
meros naturales usuales para generalizar la descrip-
cion de lo que propongo que entendamos por siste-
ma, y luego intentaré precisar en qué sentido se po-
dria interpretar la palabra estructura. -

Pasemos ahora de los simbolos con los que he
presentado este sistema usual de los naturales al sis-
tema conceptual en el que espero que tanto el au-
tor como el lector estemos pensando, y de alli ala
descripcion general de lo que es un sistema mate-
matico.

No hay otra alternativa que utilizar un lengua-
je que por mis preciso que intente ser, no puede
dejar de ser relativamente informal.

Supongamos que sabemos qué son {porque sa-
bemos como se hacen) las construcciones bisicas
de parejas, ternas, . . . , n-plas o n-uplas ordenadas
(sucesiones finitas) y las desordenadas (colecciones
finitas). En la siguiente seccion intentaré precisar
qué es lo que propongo que concibamos como un
sistema matematico general.

Los sistemas matematicos.

Un sistema matematico es un constructo men-
tal complejo que tiene al menos tres aspectos inter-
nos:

a. Uno “material”, el sustrato del sistema.

b. Uno “active” o “practico”, la dinamica o ac-
tividad interna del sistema.

¢. Uno “tedrico”, la estitica o estructura inter-
na del sistema.

(Recuérdese que podriamos haber presentado
cuatro aspectos diferentes, si hubiéramos separado
1as operaciones de seleccion u operadores ceroarios
que seleccionan las constantes que tienen nombre
propio en el sistema, y que se suelen presentar des-
pués de las operaciones y relaciones. Pero al consi-
derar nosotros las constantes como operadores ac-
tivos, los vamos a incluir dentro del segundo aspec-
to, la dinamica del sistema),

Estos tres aspectos se pueden representar a
través de una terna o tripla ordenada de coleccio-
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nes: una de clases o conjuntos, Conj, otra de ope-
raciones o transformaciones, Transf, y otra de co-
rrespondencia o relaciones, Rel.

No es que un sistema S sea propiamente una
terna ordenada de colecciones, pues ya hemos visto
que las parejas, ternas, . .., n-plas ordenadas son
construcciones matemaéticas basicas y los sistemas
son constructos mentales complejos. Pero por con-
veniencia podemos representar el sistema como una
terna ordenada:

Sist = (Conj, Transf, Rel),
o mis abreviadamente,

S=(C, T, R).
Estudiemos cada uno de estos tres aspectos:
a. El sustrato

Conj es de suyo una coleccion de conjuntos, o
tal vez clases propias: los universos o conjuntos
subyacentes al sistema. Esta coleccidn no puede ser
vacia: debe haber al menos un conjunto en ella (asi
ese conjunto sea el conjunto vacio &). Decimos in-
tercambiablemente que Conj, o que el conjunto o
conjuntos de Conj forman el sustrato del sistema.

En caso de que haya un sélo universo ¢ con-
junto subyacente U, o sea: Conj ={U}, se puede de-
cir de una vez que Conj es ese inico conjunto sub-
yacente U, para evitar escribir {U}, y decimos que
el sistema es (U, Transf, Rel)! .

b. La dinamica

Transf es una coleccion de transformaciones,
operaciones o funciones (transformadores, opera-
dores o functores). Esta coleccion si puede ser va-
cia: ese es el caso de los sistemas puramente rela-
cionales. Ej.: el sistema ordenado ({Z},4,{<}), 0
simplemente (Z ,<). (Recuérdese de nuevo que
dentro de la dinamica, 0 sea de la coleccion de
transformaciones, operaciones o funciones, esta-
mos incluyendo las operaciones ceroarias que selec-
cionan las constantes que tienen nombre propic en
el sistema. En este caso serian 0, 1, que selecciona-
rian el cero y el uno; pero las omitimos de propdsi-
to para que el conjunto Transf quede vacio).

¢. La estatica

Rel es una coleccion de relaciones o predica-
dos unarios, binarios, . .., n-arios, que puede estar
vacia si Transf no lo estd. El caso Transf + &,
Rel = & es el caso de los sistemas puramente trans-
- formacionales u operacionales, llamados también
sistemas algebraicos.

Ej.: el anillo anillo usual de los enteros sin el
orden, se presenta asi: (f #, x), que podemos es-

_ eribir ({Z},{+, x)).

Agregando el cero y el uno, como en el ejem-
plo de los naturales, podiamos haber escrito:

({Z}, {+, x, 0, 1}), 0 simplemente
(z! +p x’ 0: I)

Pero ain en estos casos en que en la presentacién
del sistema se tiene Rel = &, cada operacion n-aria
de Transf genera una relacién (n + 1)-aria de Rel,
que no se escribe explicitamente, pero que esté alli
para generar la estructura interna (o “estitica™) del
sistema. Por ejemplo, los operadores ceroarios ge-
neran predicados unarios (univocos en el sentido
que se verifican solo cuando se aplican a la constan-
te respectiva); los operadores unarios generan rela-
ciones binarias (univocas o funcionales en el senti-
do usual); las operaciones binarias generan relacio-
nes ternarias (univocas o funcionales con respecto
a la tercera componente), etc.

Por lo tanto, podemos decir que cualquier sis-
tema que no sea un mero conjunto siempre tiene
estructura interna o “estatica’: tiene una red de re-
laciones gue lo arman como este tipe de sistema y
no otro.

Si se recuerda que consideramos ya un primer
grado de abstraccion el incluir las constantes como
operaciones ceroarias, un segundo grado de abs-
traccion seria considerar las operaciones n-arias
como relaciones {n + 1)-arias, y considerar solo sis-
temas puramente relacionales, Esta manera de pre-
sentar los sistemas tiene importantes usos en la teo-
ria de modelos, pues simplifica el vocabulario de
simbolos y no exige verificar en cada instancia si se
trata de un simbolo de operacion o de un simbolo
relacional, Pero oculta la distincién fundamental
entre los operadores activos que corresponden ala
practica (pues a partir de objetos producen obje-
tos), ¥ las relaciones que corresponden a la teoria
{pues a partir de objetos producen enunciados acer-
ca de ellos). Por eso no elegi pasar a este segundo
grado de abstraccion en la presentacion de los siste-
mas, sino conservar el nivel anterior en donde se
distinguen los aspectos tedricos de los practicos. De
todas maneras, esta presentacién ya hace suficien-
tes exigencias de abstraccion al considerar las cons-
tantes como operadores ceroarios.

Pero aunque hubiéramos elegido pasar al se-
gundo grado de abstraccidon y considerar solo los
conjuntos subyacentes y los predicados, habria un
tercer grado de abstraccién. Este consiste en consi-
derar que también los conjuntos referenciales del
sistema que constituyen el sustrato del mismo, o
sea los gue se encuentran en Conj, son simplemente
predicados unarios que se agregarian a la estitica o
estructura interna del sistema. Asi sdlo quedaria.
activa la coleccidon Rel, en la cual se encontrarian
todos los elementos de las demaés colecciones. No
habria pues en este sentido sino sistemas puramen-.

te relacionales.
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En cierto sentido este es el nivel al que se pre-
sentan las especies de estructura en Bourbaki: se
reinen todos los conjuntos subyacentes, ciertos
productos cartesianos y ciertos conjuntos de partes
en un gran conjunto, y se selecciona de él un sub-
conjunto que corresponde- al grafo combinado de
todas las operaciones y relaciones?.

Pero esta presentacion puramente relacional
de los sistemas también puede considerarse como
una presentacion puramente operacional, si se con-
sidera que también las relaciones pueden pensarse
como operadores que van de cierto conjunto o pro-
ducto cartesiano de conjuntos a un clasificador, 2.

Desde este punto de vista se habla mas bien
de “operadores relacionales™ que de relaciones. Es-
to es muy conveniente en teoria de la computacion,
pues en los computadores y calculadoras las rela-
ciones deben ser programadas como operaciones
que retornan un valor ‘“Verdadero’ (que puede ser
también “V*, “T”, “1”"), o “Falso” (*F”, “l”,
“0’"), llamados ‘‘valores booleanos”, que forman
un tipo especial de datos (‘‘Boolean data type”).
En los casos usuales, el clasificador tiene solo dos
elementos, Verdadero y Falso: §2 ={V,F}, o tam-
bién Q2 ={T, F}, 2={0, 1} . Pero en teoria de cate-
gorias se suelen considerar clasificadores mas finos? .

El caso de que el sistema sea un mero conjun-
to es un caso limite de un sistema con Conj ={U}o
simplemente Conj = U; Transf = @ Rel = &.

Por eso un mero conjunto seria un “sistema
impropio™, sin dindmica y sin estructura internas, o
sea que no lo consideramos propiamente como un
sistema, sino como el “cadaver de alglin sistema™®.

Pero notese que aun el sblo conjunto dade U
seria inmanejable a menos que se considere como
ubicado dentro de un sistema. El sistema mas “‘na-
tural” en el que se puede manejar un conjunto tie-
ne al menos dos universos subyacentes: el mismo
conjunto U, v el de sus partes P(U). La coleccion
de transformaciones Transf tiene al menos la opera-
cion binaria ¢ sobre U que forma parejas ordenadas,
la operaci6n binaria d sobre U que forma parejas
desordenadas, la unaria s sobre U que forma single-
tes o conjuntos unitarios, y la ceroaria en P (U) que
selecciona el conjunto vacio & La coleccidon de re-
laciones Rel tiene al menos la relacion de pertenen-
cig de P (U) a U y su inversa, y las cuatro relaciones
de contenencia en P{U):

{u, P}, {c,d, s, B},
{e, 3, C.c,2,0N.

Estructura y dinamica externas

Hasta ahora hemos hablado solo de los tres as-
pectos internos de los sistemas: su substrato, sus
transformaciones internas y sus relaciones internas,
Pero también podemos analizar los aspectos inter-
nos de un sistema.

La red de relaciones que hemos llamado ‘da
estructura interna del sistema”, conformada por las
relaciones que pueden estar explicitas en Rel 0 im-
plicitas en las operaciones de Transf, cumple una
serie de propiedades; dicho de otra manera, el siste-
ma tiene también relaciones externas, o sea no re-
presentables como n-plas ordenadas de elementos
del conjuntoisubyacente. Esas propiedades confor-
man la estructura externa, formulada en la teoria
del sistema.

La justificacion de esta denominacion es que
los axiomas y teoremas de una teoria se refieren
propiamente a predicados de orden superior que
cumplen las operaciones (por ejemplo que una ope-
racion es conmutativa, otra asociativa, etc.) o que
cumplen las relaciones (que una es simétrica, la
otra transitiva, etc.), y a relaciones entre las opera-
ciones, las relaciones, y las constantes (por ejemplo
que una operacion es distributiva con respecto a
otra, que una constante es el médulo de una opera-
cion, que una operacion es mondtona con respecto
a una relacion de orden, etc.). Son pues relaciones
de orden superior, y por eso se justifica decir que
conforman la estructura externa del sistema.

En esas teorias o estructuras externas de los
sistemas hay algunas colecciones de propiedades
que aparecen muchas veces, y por eso se usa un
nombre general que denomina la estructura del sis-
tema, nombre que es muy til para no tener que re-
petir toda la lista cada vez. Por ejemplo, se dice que
‘““el sistema G tiene estructura de grupo abeliano”
para resumir una serie de propiedades de las opera-
ciones binaria, unaria y ceroaria del sistema
(G, +,-( ),0),que se suele escribir simplemente(G,+).

Evidentemente, el sistema del que se habla po-
dria satisfacer también muchos otros predicados, o
sea tener muchas otras formulas verdaderas en la
teoria respectiva. Por lo tanto, cuando se habla de
que el sistema “‘tiene estructura de X", se entiende
algo asi como: “tiene como minimo estructura de
X, o “tiene al menos estructura de X”. Cumple
pues todos los teoremas de la teoria de aquellos sis-
temas que tienen la estructura de X, pero satisface
probablemente otras muchas féormulas mas (a me-
nos gque se trate del llamado “sistema libre” de la
categoria respectiva que por definicion no cumple
ninguna otra relacion).

La teoria de modelos juega con la dualidad
entre los modelos de la teoria dada T, que son los
sistemas que como minimo satisfacen todas las for-
mulas de T, y la teoria de un sistema dado S, que
son todas las formulas del lenguaje del tipo respec-
tivo satisfechas por S.

También puede hablarse de operaciones o
transformaciones externas, que conforman ia dina.
mica externa del sistema, como serian los morfis-
mos, homomorfismos, isomorfismos, etc.), las dua-
lizaciones, la formaciéon de productos y coproduc-
tos, la exponenciacion, etc.
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El aspecto externo que corresponderia al sus-
trato, que podriamos lamar ‘“‘superestrato” o “am-
biente externo”’, o simplemente “ambiente” del sis-
tema serian los objetos de una categoria de siste-
mas que tengan tipos compatibles® .

Pasemos ahora a dar ejemplos de cada una de
estas variantes de los sistemas generales. Comence-
mos por aquellos en los que Transf = /0’, 0 sea los
puramente relacionales,

Sistemas puramente relacionales

{ C , O, R) o(C,R): sistemas conuna sola
relacion R, generalmente binaria. Segin las propie-
dades que cumpla R, hay:

—  sistemas estrictamente ordenados

— sistemas parcialmente ordenados (POSets)
{ ;“Parcialmente’ se opone a ‘‘estrictamente”’,
0 a “‘totalmente” ordenados?)

— sistemas bien ordenados
— reticulos
— sistemas preordenados

—  sistemas equivalencizales, ej: rectas con el para-
lelismo

— otros sistemas relacionales, ej.: rectas con la
perpendicularidad.

En el caso de estos sistemas con una sola rela-
cion, se dice que (C, R) tiene estructura de POSet,
etc.

Hay también sistemas puramente relacionales
con dos (o mas relaciones, generalmente binarias, a
veces binarias y unarias): (C,R, S ...).

Pueden enunciarse propiedades de R, de S, etc.
y propiedades de una relacién con otra, que enun-
cian la compatibilidad de una con otra.

Sistemas puramente operacionales
o algebraicos

({C},{*} ,,0/) o (C, *):sistemas con una sola
operacidn, que puede ser unaria, comc en el caso
de los naturales de Peano con el sucesor, (N,s () ),
pero que -generalmente es binaria. En ese caso se
suelen llamar “sistemas binarios”. Segiin las propie-
dades que cumpla la operacidon binaria que nota-
mos ‘¥’ hay:

— grupoides (solo se exige la clausurativa uni-
voca)

—  cuasigrupos (con solucion tnica a ecuaciones
“lineales’")

— semigrupos (grupoides totales en los que se
exige la asociativa)

— monoides (semigrupos en los que se exige la
modulativa)

—  grupos (monoides en los que se exige la inver-
tiva)

— lazos (que informalmente se llamarian ‘‘gru-
pos no asociativos™), etc, :

En cada caso, el sistema binario puede ser abe-
liano o no.

Segiin el caso, se dice que el sistema (C, *) tie-
ne estructura de grupo, de grupo abeliano, etc.

Pero en realidad el monoide requiere un ope-
rador cercario, e, que selecciona el modulo o ele-
mento neutro. El grupo y el lazo requieren ademas
un operador unario, ( )!, que saca el inverso:

(G, * (), e)

({ch.{* &}, &), o (C, *, &): sistemas con
dos operaciones binarias. Seg(in las propiedades
gue cumplan las operaciones *, & hay:

—  semianillos (como los naturales con la adicion
y multiplicacion)

— anillos (como los enteros con la adicién y
multiplicacion). En realidad, los anillos requie-
ren un operador ceroario, 0, que selecciona el
modulo de la primera operacién *, y un ope-
rador unario, -( ), que saca el inverso aditivo u
opuesto respecto a la primera operacion *

— anillos unitarios (requieren ademas otrc ope-
rador ceroario, 1, que selecciona el modulo de
la segunda operacion &)

—  cuerpos o anillos de divisidon (requieren otro
operador unario, ( )"1\, que saca el inverso mul-
tiplicativo o reciproco respecto a la segunda
operacion &)

— campos 0 cuerpos conmutativos.

({CL{* &,'}, ), 0(C, *, &, ): sistemas con
tres operaciones, dos binarias y una unaria. Segin
las propiedades de estas operaciones hay:

—  Aalgebras de Boole (con ‘“‘copa™, “capa” y
“complemento”)

~—  dlgebras de Heyting (con ‘“‘seudocomplemen-
to”).

({C}.{+}U A,/Gf), o (C, +, A): sistemas con
una operacion binaria y un conjunto de operadores

unarios, Segln las propiedades, hay:

—  modulos sobre A o A-modulos
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— espacios v ctoriales sobre A o A-espacios vec-
toriales.

(Mas adelante veremos otra presentacidon posi-
ble de estos sistemas).

({c}.{+, *}U A, ©),0(C, +, *, A): sistemas
con dos operaciones binarias y un conjuntc de ope-
radores unarios. Segun las propiedades hay:

—  algebras (lineales) sobre A, o A-dlgebras.

(Mas adelante veremos otra presentacién posi-
ble de estos sistemas).

Sistemas con operaciones y relaciones

({c}.{*}, <), 0 (C, *, <); sistemas con una
operacién binaria y una relacion de orden (o cua-
tro). Segiin las propiedades hay:

—  semigrupos ordenados
— monoides ordenados
—  grupos ordenados, etc,

(Pero la relacion no tiene gue ser necesaria-
mente de orden. Por ejemplo, los enteros Z con la
multiplicacion y la relacion “es divisor de”, que
notamos ‘|’, no es un semigrupo ordenado).

({c},{*, &},{<}), o (C, *, &, <): sistemnas
con dos operaciones binarias y una relacion de or-
den (o cuatro). Segin las propiedades hay:

— anillos ordenados
—  cuerpos ordenados

— campos ordenados o cuerpos conmutativos or-
denados.

({C}.{* &, '}, {< D, 0 (C, *, &,°, <): siste-
mas con dos operaciones binarias, una unaria y una
relacion de orden (o cuatro), Segiin las propiedades
hay:

—  reticulos complementados.
Sistemas con varios conjuntos subyacentes

(IV. KL {+ o}, @), 0 (V. K, + o): sistemas
con dos conjuntos subyacentes y dos operaciones
binarias, una interna y otra externa. Segun las pro-
piedades hay:

— espacios vectoriales sobre K, con + como la
adicion de vectores y » como producto de es-
calar por vector o “multiplicacion externa” de
KxVenV,

({A. K}.{+. * ¢} 9’5, o (A, K,+, * o) siste-
mas con dos conjuntos subyacentes y tres operacio-

nes binarias, dos internas y otra externa. Segiin las
propiedades hay:

—  éalgebras (lineales sobre K) con + como adicion
de AxA en A, con * como multiplicacion de
AxA en A, (distinta del posible producto esca-
lar 0 producto interno que va de AxA en K),
y con « como “multiplicacién externa” de
KxA en A. Témese por ejemplo para * el pro-
ducto vectorial o producto cruz en un espacio
vectorial real de dimension 3.

(Notese que esa multiplicacion, aunque se lla-
me ‘“‘producto externo’’, es una ley de composicion
inerna, y que el llamado “producto interno” es una
ley de composicion externa, con un tipo de exter-
nalidad (AxA en K) diferente del tipo de externali-
dad de la multiplicacién de escalar por vector (KxA
en A). Hay que desconfiar de la terminologia . . . ).

({Z,E, S}, {t,s,q,}, @), 0
(za EJ S; t.r 5: qo):

sistemas con tres conjuntos subyacentes, dos ope-
raciones binarias y una unaria. Segin las propieda-
des hay:

— maquinas de estado finito o maquinas de Mea-
ly, en donde 2 es el conjunto de estados; E es
el alfabeto de entrada y S el alfabeto de salida;
t es la funcion de transicibnde T xEenZ y s
la funcion de salida de  x E en 8;q, es una
operacion ceroaria gue selecciona el estado
inicial. Las dos funciones t, s, también pueden
remplazarse por una sola funcidén g de £ x E
en Z x S, Tendriamos entonces la presen -
tacion:

({Z,E, S}, {p,q,}, @), 0(2,E S, pu,1q,)

En los automatas finitos también suele omitir-
se el alfabeto de salida e introducir una relacion
unaria o predicado unario F ( ) que selecciona los
estados finales distinguidos o estados de aceptacion:

({Z, E}, {t, q,}, {F(.OD, 0
(3,E, t, q, F(.0).

Sistemas topologicos o espacios topologicos

Hay varias maneras de presentarlos;

{{C}, @, Top), 0 (C,Top):

— espacio topologico con Top como conjunto

de relaciones unarias V(...): V es una vecindad
(abterta) de . . . , que corresponde a lo que se
Nama ordinariamente la topologia del espacio
topologico.
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Se puede también introducir como universo
adicional el conjunto de partes de C, P(C):

{C, PO} {u,n,'}{G, AN, 0
(C, P(C},A(..)):

En esta forma se presenta el espacio topologi-
co con tres operaciones sobre P(C), la relacion bi-
naria de inclusion también sobre P(C), ¥y una rela-
¢ion unaria o predicado adicional sobre P(C), A(...),
que indica que un subconjunto es un abierto (o sea
una vecindad abierta) de la respectiva topologia
sobre el espacio C: para un V de P(C), A(V) signi-
fica que V es un abierto (o sea una vecindad abieria).

También puede introducirse un operador j so-
bre P (C):

({C, P(C)).{u, n,’, j}, @), 0(C, P(C), j ):

En esta forma se presenta el espacio topologi-
co con j como operador unario de clausura o cierre
en P(C); en este caso j resulta ser un operador
idempotente (jj = j), ¥ los cerrados del espacio to-
polégico son los conjuntos gue permanecen inva-
riantes bajo la accion del operador j; equivalente-
mente, los abiertos del espacio topolégico son los
conjuntos cuyos complementos permanecen inva-
riantes bajo la accion del mismo operador j.

También puede interpretarse j como operador
de apertura o de interior; en este caso, los abiertos
del espacio topologico son los conjuntos que per-
manecen invariantes bajo la accién del operador j.

Pueden también introducirse de una vez dos
operadores unarios idempotentes: el operador una-
rio de apertura o interior, ( )°, distinto del de clau-
sura o cierre, ( ) . Pero uno de los dos es superfluo
en el sentido de que cualquiera de los dos puede
definirse por medio del otro y el operador de com-
plementacion, { )’

A°= A'-' A—= AIOO

Categorias

También hay varias maneras de presentar una
categoria C como sistema. La mds usual es con dos
universos subyacentes: el de los objetos, Ob C, y el
de las flechas, F1 C, vy con una operacion binaria
asociativa ¢ para la composicidon de flechas,

Para no introducir un conjunto o clase propia
de operadores ceroarios que seleccionen la flecha
identidad 1, para cada objeto A de ob C, es mas
elegante introducir un solo operador unario id:
Ob C = F1 C, que asigna & cada ohjeto su identi-
dad: id(A) = 1,.

({ObC,F1C},{~,id},@) 0 (ObC,FIC,»,id)

Aunque un poco artificialmente, también es
posible presentar la misma categoria con un solo
universo subyacente, el de las flechas, identificando
cada objeto con su flecha identidad. Asi basta solo
el universo Fl C, la composicion, y dos operadores
unarios: el de fuente, f, y el de meta, m, para selec-
cionar la salida y la llegada de cada flecha (estos
operadores resultan idempotentes: ff = f, mm =m}:

({F1C}, {o,f, m}, @) o (FIC, s, f, m).

Asi una categoria seria un sistema algebraico
muy sencillo de tipo operatorio <2, 1, 1>. Si la ca-
tegoria tiene un objeto final o uno inicial, o ambos,
se agregarian uno o dos operadores ceroariocs para
ellos: 0, 1. (Es posible que ambos operadores ce-
roarios seleccionen el mismo objeto, como en la
categoria de grupos, Gr).

Asi como tienen dindmica y estructura in-
ternas, las categorias también tienen dinamica y
estructura externas como las tiene todo sistema.
En este caso en la dindmica externa podria haber
operaciones unarias como los functores, o binarias
como formar categorias producto, etc., con la res-
pectiva estructura externa.

Las categorias tienen la peculiaridad de que
si se trata de formar un sistema mayor con ellas co-
mo objetos, resulta de nuevo una categoria, en la
que las flechas son los functores, y la estructura ex-
terna se vuelve interna en la nueva categoria Cat,
Parece pues gque se ha llegado a un tope “natural”
en el estudio de los sistemas matemaiticos.

Por eso es equivocado decir que los sistemas
representan un punto de vista ‘“analitico” y las ca-
tegorias un punto de vista ‘“sintético”, pues las
categorias no son sino un tipo, y relativamente sen-
cillo, de sistemas.

Lo que si es apropiado decir es que la teoria
general de sistemas es precisamente la que permite
precisaf en gué consiste esa intuiciéon de que hay
un “punto de vista analitico” (inclusive para mirar
las categorias): es desglosar los universos subyacen-
tes, los operadores y los relatores, o sea el aspecto
internc de los sistemas respectivos; el “punto de
vista sintético” es el estudio del aspecto externo
del sistema como subsistema de otro macrosistema
mayor.

Por ejemplo se puede tomar un segmento co-
mo un sistema, y mirar su aspecto interno: un uni-
verso de puntos, unas relaciones de orden, unos
operadores de deformacion continua gque conserven
fijos los extremos y preserven el orden, etc. Pero se
puede también mirar su aspecto externo, conside-
rando los segmentos como los objetos del universo
de un nuevo sistema, con operaciones como trans-
laciones, rotaciones, homotecias, ete., con relacio-
nes como incidencia, colinealidad, paralelismo, per-
pendicularidad, contigiiidad, translape, etc. En este
sistema no se ‘“ven’ los puntos de los cuales dicen.
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los profesores de geometria gue estan compuestos
los segmentos.

Todo sistema tiene esos dos aspectos: interno
y externo, y es correcto decir que se ha descuidado
el aspecto externo para mirar s6lo el interno. Esto
tiene gue ver con lo que dicen Piaget y Garcia res-
pecto a la historia de las matematicas: parece que
primero se estudia cada sistema por dentro (intra-);
luego se comparan parejas de sistemas y se estudian
las relaciones entre ellos {inter-), y sélo con la fami-
liaridad con estos dos puntos de vista se llega a
uno nuevo que trasciende los dos primeros (trans-):
al estudio del macrosistema cuyos objetos son los
sistemas anteriores con sus transformaciones y rela-
ciones (ver: Piaget, J., & Garcia, R. 1982).

Estas consideraciones muestran también las
limitaciones que tiene la presentacién bourbakista
de “la Matematica formal”, en la que se conside-
ran como “estructuras madres” las algebraicas, las
de orden y las topologicas. Como se ha visto arriba,
todas esas ‘“‘estructuras” son mds bien sistemas de
distinto tipo, y hay muchos otros sistemas que no
caben en esas tres familias matriarcales.

La teoria general de sistemas permite pues de-
linear el panorama completo de las matematicas ac-
tuales,

Notas

1. Si Conj = {U] s €l universo U puede ser vacio ¢n casos limi-
tes, como en el caso patologico del sistema vacio con la dnica
relacion R que va del vacio al vacio. Considérese ¢l grafo va-
cio, ¢l Ginico subconjunto dc,ﬂ’ x &, y compruébese que la re-
lacién R definida por ese grafo cumple todas las propicdades
de definicion total, sobreyectividad, funcionalidad ¢ inyecti-

vidad.:
({2}, @, {R) 0(,R),conR: @ — @.
2. Pero no basta la operacion que envia ¢l conjunto complejo

compucsto por el producto cartesiano del conjunto de salida
¥ ¢l de llegada de la relacion respectiva al clasificador 2 , ni
basta tomar conjuntos de partes y seleccionar una flecha ha-
cia el clasificador £ . Se necesita la teorfa de categorias para
especificar con cuidado que no se trata simplemente de una
flecha del conjunto complejo de productos cartesianos y par-
tes hacia el clasificador 2 , sino que se trata de seleccionar
un subobjeto de ese resultado de efectuar operaciones exter-
nas sobre los conjuntos subyacentes,

3. Hay al menos otras cuatro maneras de considerar las relacio-
nes como operaciones, dos covariantes y dos contravariantes:
a. Considerando la relacidon como una operacion cova-
riante de las partes del conjunto subyacente de salida a
las partes del de llegada. Dado un subconjunto del con-
janto de salida, la operacion inducida por la relacion
produce e} conjunto de imagenes de los ¢lementos de
ese subconjunto.

b. Como una operacion contravariante con esa misma sa-
lida y llegada, Dado un subconjunto del conjunto de
legada, ia operacion inducida produce el conjunto de
preimigenes de sus elementos.

<. Considerando la relacidon como una operacién cova-
riante del conjunto subyacente de salida hacia el con-

junto de partes del conjunto de llegada. Dado un ele-
mento del conjunto de salida, la operacién inducida
produce <! subconjunto de sus imdgenes.,

d. Como una operaciéon contravariante del conjunto de
llegada hacia el conjunto de las partes del conjunto de
salida. Dado un clemento del conjunto de liegada, la
operacion inducida produce ¢l subconjunto de sus pre-
imégenes.

Las dos dGltimas s¢ pueden considerar como variantes de las
dos primeras, cuando se toman sdlo conjuntos unitarios como
argumentos de las operaciones inducidas. Basta entonces iden-
tificar ¢l conjunto unitaric con su iinico elemento para defi-
nir las operaciones respectivas sobre el conjunto de salida o el
de Hegada.

Cualquicra de estas operaciones inducidas requicre agregar a
Conj ¢] conjunto de partes respectivo si no estaba ya en esa
coleccion. Igualmente, la redefinicion de las relaciones como
operadores relacionales sobre el clasificador §2 requiere agre-
gar este conjunto a los conjuntos subyacentes respectivos
si no estaba ya en esa coleccion.

4, En tcoria de categorias existe un “functor de olvido” o *‘fuc-
tor olvidadizo™ que borra la dindmica y la estdtica de un siste-
ma, y deja s6lo el conjunto subyacente como cadaver del sis-
tema original. Construirle a ese functor de olvido un adjunto
que regrese a la categoria original ¢s un problema importante,

5. Habria pues tres clases de tipo:

el tipo material o subyacente, que es una sucesion que
indica la cardinalidad de los conjuntos o clases de Conj;

- El tipo operatorio o algebraico, que ¢s una sucesion
que indica la ariedad de las operaciones de Transf;

- el tipo relacional o estructural, que es una sucesion
que indica [a ariedad de las relacioncs de Rel.

Estrictamente hablando, para que el tipo como sucesidn de
cardinales pueda hacerse coincidir con la lista de conjuntos
subyacentes, la lista de transformaciones y la lista de relacio-
nes de un sistema dado, seria necesario que ¢sas tres listas
también fueran ordenadas, y no meros conjuntos en los que
no importa ¢l orden.

Este haria cambiar la descripcién general de un sistema de
una tripla de conjuntos” a “una tripla de n-plas ordenadas”,
Pero pueden dejarse esos tres conjuntos como estan, y definir
el tipo respectivo no como una sucesidn, sino como una fun-
cion del conjunto respectivo al de los cardinales,
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