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DEMOSTRACION DEL JUEGO DE LA AGUJA

La demostracién del juego de la aguja se funda en el teorema de Bernoulli perteneciente al Célculo
de las probabilidades.

Este juego consiste en lo siguiente:

Se traza sobre un papel una seric de paralelas equidistantes: AA', BB', CC' etc. Se toma una
aguja cuya longitud sea la mitad exacta de la distancia de dos paralelas consecutivas y se arroja sobre
el papel un nimero m de veces y se cuenta el namero 7 de veces que la aguja encuentra a una

cualquiera de las paralelas. Hecho esto, se observard que la relaci6n %— tiene un valor préximo de
= — 3.1415926.... ¥ que esta relacién se aproxima tanto més a 7 cuanto mayor sea el namero m de
pruebas; o en otros términos, que limite-r"l—lzn cuando m tiende al cc.

Cunando la longitud de la aguja es menor que la distancia de las paralelas, pero no la mitad exacta,
la regla serd dada por la férmula ”mite%-%l=ﬂ cuando m tiende al oc. En esta expresiébn 2/

representa la longitud de la aguja y D la distancia de dos paralelas consecutivas.

Sean AA' BB' (Fig. 1.") dos paralelas consecutivas y D = AB su distancia. Sea M el punto me-
dio de AB. Tracemos por este punto MS paralela a 4A'; llamemos 2/ la longitud de la aguja. Ten-
dremos segin el caso general del juego: 2/<D .. I<§D 6 [<MA. Por tanto, si la aguja encuentra
a una de las paralelas, no podr& encontrar méis que a ésta.

Podemos considerar la faja AA'BB' como aque- .
lla donde cae siempre el centro de la aguja; puesto que
si cac en otra faja, aquélla la podemos superponer so-
bre ésta sin que por cllo se altere la probabilidad de
encuentro_de la aguja con una de las paralelas que for-
man la faja. Por tanto, toda posicién de la aguja sobre
el papel encuentra su equivalente en la faja AA'BB', {

Esto supuesto, el centro de la aguja podemos S R e e A ir
considerarlo como que cae siem%re sobre la semi-faja M N
MSAA' o sobre la semi-faja MSBB'.

Si el centro de la aguja cae en la semi-faja
MSBB', por ejemplo, en ¢ y es P:.q. la posicion
de la aguja, podremos encontrarle en la primera semi.
faja una posiciébn equivalente bajo el punto de vis. Figurs 1a.
ta de la Pmb“b‘l‘dﬂd.de encontrar la paralela més inmediata a su centro. Esta posicién seri evidente-
mente la D '){,’g‘ simétrica de  P:C:q. respecto de la mediana MS. Podemos, pues, considerar la
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gemi-faja  AA' como la regi6n donde cae en todas las pruebas el centro de la aguja. Hay mas atin,
odemos encontrar sobre MA una posicién del centro de la aguja equivalente a cualquiera otra. Por
ejemplo, 8UPONEAMOS que la aguja cae en p,gq.. Podemos traerla paralelamente a si misma hasta que
eu centro caiga sobre MA en ¢ siecndo CA=gA,. Eutonces la aguja ocupari la posicién KcD que
serh en todo equivalente a  piqq.. Por tanto, podemos considerar MA como el lugar donde cae siem-
pre el centro de la aguja en todas las pruebas.

Admitido lo anterior, nos proponemos encontrar el ntmero que nos represente la probabilidad, en
cada prueba, de que la aguja encuentre a una de las paralelas.
Podemos estudiar el asunto geométricamente de varios modos, de los cuales expondremos el siguiente:
Supongamos que el ccntro.dc la aguja cae en ¢, Unpa de sus extremidades tendri que caer forzosa-
mente sobre la scmx-cnrcun_ferencm aEDR; por tanto, esta semi-circunferencia representaria el namero de
casos (C/“{nces) correspondientes a una sola posicién del centro de la aguja; y como solamente cuando cae
la extremidad de la aguja sobre el arco ED, podré encontrar a la paralela, el arco ED representaré el
namero de casos favorables.
Sea O el punto que dista fie AA' la longitud (OA=1! igual a la mitad de la longitud de la
aguja- Tomegos este punto por origen de coordenadas, por eje de ‘i,as x la linea OA y por eje de las
{a linea OJ. Al arrojar la aguja_hemos visto que puede considerarse como que su centro cae sobre uno
de los puntos de MA, Si cae en S el nimero total de casos sera igual a la semi-circunferencia rectifica-
da; tomemos, pucs, csta semi-circunferencia rectificada como ordenada y tendremos Jff'=m=l, que nos re-
reseﬂt‘“é el ntimero de casos que pueden ocurrir para ung sola posicién del centro de la aguja. Como este
nGmero de 9&305{ es constantemente igual, obtendremos sigmpre la misma ordenada; y el ndmero total de
cas0s:_ €8 decui. el conjunto de todos los casos para todas le‘ posiciones del centro de la aguja, estari repre-
centado por €l conjunto de todas las ordenadas iguales a Jff' =/, levantadas sobre MA, es decir, el area
ngend““]a por f/' cuando f se mueve de M & A, la cual serf igual al érea del rectingulo AA'MN,

Rep,eacntado este namero total de casos por C tendremos: C=4AmnlD.
Cuando el centro de la aguja cae entre M y O no habra casos favorables, pues la aguja no alcan-
gard 8 encontrar a AA' porque OA =/ Sicae entre Q y A si habrd casos favorables y éstos esta-
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rin representados por el arco ED cuando el centro cae en ¢ correspondiente a una abscisa positiva

cO=x. Los casos favorables correspondientes, pues, a la posicién ¢ del centro de la aguja estarin dados
por

2l arc cos A_lc = 2[ arc. cos L_I—f

Tomando como ordenada este valor

l—x

y=2l arc. cos 7 =2l arc cos (l - %) =cc\.

El ntmero total de casos favorables estars

. iabl
B o A IE st riusveids 08 A representado por el frea engendrada por la ordenada variable

; es decir, por el drea Oc'4', A comprendida entre la curva

Oc'A', \cuya ecuacién es: Y =2/ arc. cos l—% ) el eje de las x y dos ordenadas correspondien-
tes a las abscisas x=0, x=[ Llamemos este ntimero de casos favorables F. Tendremos:

14

= QIfarc. cos(l—’—;) dx.
o

Z = arc. cos (l— J—;)

Poniendo:

dx=1sen Z dZ.

tendremos:

Y queda, puesto = o
que para  x=/; Z=-2-; ypara x=0: Z=0

1
3w
F=21farc. cos (l—%) dx = 92/? [z sen z dz
A Y

6 o
d=n n
=20 f —— :
[ ozdcosz— 2P[zcosz—fcoszdz]=—21” [zcosz—senz]+ C=
o
=—op|* |
5 X 0-—]J+2F[ox 1—o]=2R.

La probabilidad sers, pues, dada por p :Ez 2r =-4_I. Y su inverso seré: l_z = e

El teo < Aricdy, = ‘ 5 1

i med;;:m de Bernoulli puede enunciarse asf:

i ue se ipli ; {
del nimero de acgntecimi’grlzlll;'sphfg £ allas pruebas se tiene una grobabilidad stempre creclenis 0 418 B e st

probabilidades mas qlig .al de acontecimientos contrari Q no se separard de la relacion de sus
babilidad de gy de un limite dado, por eer st A limite sea, la pro-
& Sl niris Zeepf'f: trata se aproxima q o 1117n eso 0 por defecto, y por estrecho que este limite sea, la p

0 ¢ ebas. En ot l idad tanto como se quiera, siempre que se aumente sujicientemen-
de acontecimientos, la °°“"8ri:°:c:_§'m1“:f’°’ llamando P la probnbilid’ad correspondiente a la primera clase
Ty P. Y tendremos:
R cuaand = s
g I—p © N+gd=m tiende al o, En esta expresién llamamos m el nfimero total

de pruebas. Se deduce de esto que

7 o T R
limite o = limite % == Y por tanto: limite e ;
Como en el ca i 1
: 80 en cuesti6n e 7 e Adon: limite L AP P 2 O bien:
limite LA = = Lo 4 l ! i
n D . que demuestra 1a regla enunciada.

Si la longitud de 1 : .
¢ 'a aguja es igual a la mitaq de la separacién de las paralelas, es decir, si 20=4D

se tendrd 4/=D. Y en consecuencia: limite™ — &
T

DET;,?;%;;%?;PONDDE LA FORMA QUE DEBE TENER LA SECCION MERIDIANA DE UN
B AIRE COMPRIMIDO PARA QUE LA GRADUACION SEA UNIFORME

. El manémetro de aire com
abierto por la otra. La extremida
que comunica por un tubo later
de que se quiere medir la tensi
mercurio en la cubeta y en el

primido se compone de un tubo de vidrio cerrado por una extremidad y
d abnertg 8e sumerge en una cubeta de hierro forjado llena de mercurio y
al, también de hierro, con el recipiente en el cual esta el gas o el vapor
6n. El manémetro estd construido de tal manera que cuando el nivel del
manémetro es el mismo, la tensibn del aire contenido en éste es de una
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atmésfera. A medida que la tension en el recepticulo aumenta, pasa una porcién del mercario coatcmdcl)
en la cubeta dentro del manémetro, el nivel se eleva en éste y comprime al aire alli contenido y ce;sa d:?
ascenso del mercurio hasta que la tensién del aire contenido en el manémet:"oly la p:-:e:gn debida a la di-
ferencia de nivel del mercurio hagan equilibrio a la tensién del gas o_vapor de rcce;atrc_l: o(.35 e ARy

Estudiemos el manémetro tal como se construye de ordinario. El tubo man(im coml e k)
mismo que la cubeta. Sean T, R' y H los radios del tubo y de !a cubetay la a t:inf toss en :l recepticulo
el nivel normal del mercurio de la cubeta (Fig. 2.%); sea P la presion del vapor r‘r)z' esegt:l o e e el
y T la tensién del aire contenido en el tubo cuando el nivel (_iel mercurio es 7, 1 lea reinacts adl
mercurio del tubo sobre el nivel normal e ¥ el descenso deL mvcz'l_d;sl= mel‘?“f(‘ig en t::lc:a 1o baterior el
mismo nivel normal. Tendremos en atmésferas, poniendo R®—p*= (sien e 3

X4 . g
tubo): P=T+ 0—-——‘7({ : Expresién en que X & ) estn expresados en metros
Ahora, entre X & Yy tendremos la relacién: 4
LAY =(1+ (5) )x
ar!x==nR2%y y:(—l—?-)x De donde: xX+y= R .
Segin la ley de Mariotte tendremos: r\2
H (' + (k') ) E
Y -——‘-tﬁ—H— : T= i . Y por tanto: P= =t 0.716
T=V. — A (H—%) De donde: H—x P H—x
Esta ecuacién diferenciada da:
2 dP
Hd (l + (é-) ) De donde: dx=— % ( r)e
X 3 Al
dP:(H—x)"’ 4 076 dax. H R

Como esta misma relaci6n existe entre los incremen-

X
tos cuando éstos son muy pequeiios, tendremos:
\ AP 2 /
A= " (E 2 (A) 2
H r )

H—2¢ 1 076

Observando la ecuaciéon (A) notamos que para in-
crementos iguales de P los correspondientes de X seran
tanto menores cuanto mayor sea X. De esto se .dcduce
que las graduaciones del manémetro deben ir disminuyen-
do cuando la altura crece. Las indicaciones del mané- S
metro, debiendo ser tanto m:;s c&arns cuanto mﬁsﬁ cl:g;gzﬁ::a la presion, X

ues a mayor presion las divisiones son mas : F  antdo en
g 811’0 inCODV)enic]:lte del man6émetro de aire comprin_nido”cstfl cltn que el oxdigesgnggl ri;lsl':h??m Seipel g
¢l tubo manométrico es absorbido poco a poco por la oxidacion de merc]‘;lr:g'ﬁltimo o enicnte es fhcil
cimiento_en este aire y, por tanto, indicaciones erradas en el man()mel:ro-d sde su construccién, con un gas
de remediar por la renovacién del aire, o mejor atn, llenando el tubo, des

o tenga afinidad por el mercurio. X . ¢ ; TR 3 o,
ki nMc piopongo, puI:m, estudiar la manera de remediar el primer u_xcon:’len:zi“; ;:g:acadqzieui?xmgm Soacitn
car si hay alguna forma especial que pueda dérsele al tubo mano.m'etrico.. e derrotero’ e SF s en
sea igual en toda la extensi6n del tubo. En esta exposicién seguiré el mismo

i tigacion del problema. . . £ : i =
la 1nVc(§o§sidero el t{:bo manométrico, o més bien su capacidad interior, como unl sbhdod_dg ri\;o:iu(ilxié;l tZ:t:
rededor de un eje vertical, y determinaré la ecuacién de la seccién mendxls:nn para aést qzn. icion g

1.° Que la graduacién se refiera a la tensién del aire dentro del tubo malnor_n ln 0; i e e

2.° Que represente la presion en la superficie de nivel correspondiente nd xluveb norm bt S
es decir, al nivel que ocupa el mercurio cuando esté a la misma altura c!entr(:l le tubo que e Ao B

3.° Que dicha gradunacién represente la presiébn en lu.superﬁcw libre del mercurio en s
decir, la presion del gas o vapor del recepticulo que comunica con el manémetro. a0

Primer caso.—Tomemos el eje de revolucién por eje de.las X y por origen un puqz)o clua (tlm N i
(Fig. 3.*) de dicho eje. Sean AM el nivel normal del mercurio que corresponde a una tensién de u

rigurs 38

lta de esto un inconveniente

Fizurs 2a.

fera, 1—1 el nivel del mercurio cuando la tensién es de 2 atmésferas, 2—2 cuando es de .3. etc., a_ X
cuando la tension es de @—x-+1 atmoésferas, nivel que corresponde a una abscisa X. Las dxvxss:ones o
1-2, 2—3 etc., son iguales y las tomamos por unidad de longitud. Sea OA=a unidades. Sea e
limite hasta donde debe extenderse el tubo por su parte superior, y pongamos KO=— K. Llame

el volumen engendrado por la revolucion de KAMN alrededor del eje de las X. Tendremos:

Va=m f yidx

k
Llamemos Vi el volumen engendrado por la revoluciéon de
O(a—x)=nx. Tendremos:

KN—(a— x)— (a—2x), en que

V,.:::t'/‘y2 dx

k
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Cuando el nivel del mercurio se halla en (a—x)(a—x) la tensién del aire deberd ser de a—x+1

atmosferas; y segn la ley de Mariotte, que se refiere a la relacién inversa entre los volimenes y las pre-
siones de una misma masa gaseosa, resultaré:

Va

V":a —x+1

O bien: (1) fy* dx — Vi 1

x vl
. 2 dx — —=.
e (2) (a .1+1)fy dx 2
k

k
Diferenciando a (2) con relacién a x tendremos:

(a—x+1)}"—f}’2dx=o De donde f;’z dr=y*(a—x+1)
Sustituyendo este val:n' en (1) tendremos: k
yla—xtn=2._1 . Y por tanto: y=2
De donde y= "@ L ﬁ (3)

Esta resi . - .
AR lmi;i:ﬁ: aeﬁ la ecuacién de una hipérbola equildtera referida a una asintota y a otra recta

: una distancia a+1 (¢ — b .
nomeétri . e aquélla. Veamos qué altura debemos darle al tubo ma
co cuando se fija de antemano su capacidad total interior Va.. Se tiene:

Vx=4f2 o YE.—E_{-———;,
) l‘}’ dx 1[11: G—x+F1

O bien: \ = f\ = . | —1 "“1
k( d't.l)z V"/‘d—.__i.__'—vg(a x+l ;1 k‘*‘l)
Y como V. debe igualarse a V, :

V‘=VQ=V.(1— 1
a—kF1

Para X=a, tendremos:

De donde: ]

—_—0

Parece que f a—k+1

uera n i s . . o
del problema; sin embargoec:::an o dar. a.] .manémetro una altura infinita para que satisfaga las condiciones
como solucién mateméstica de | imposibilidad teérica proveniente de considerar la continuidad de la curva
volumen engendrado por la cm:r cuestion, puede obviarse en la practica notando lo siguiente: 1.° Que el
menes y a las presiones no ticnga €N 8u rotacién es finito; 2.° Que la ley de Mariotte relativa a los vola-
Decesita medir tensiones infinitas Para nada en cuenta la forma que afecta la capacidad; y 3.° Que no se

On estas notas fhci :

0*;20!0, la curva desde xmin;enﬁe :e comprende la manera de realizarlo en la préictica. Extenderemos, para el
Plazaremos e v, asta X=a; es decir, s6lo tomaremos la porcion OBMA (Fig. 3.") y reem-

s olumen e 3
por ejemplo, de forma e:figlga%, éu‘),l; luglIg]ViS. por una capacidad equivalente y de cualquier otra forma,

o

V°=Vlf(a dx 3= V.
E] valor a lO ﬁjarem 3 - x+l) a+l
el nivel' dal mexoe . 08 mediante la mg or tensi ir. A i

curio debers llegar 24 ensibn que podamos producir. Asi, para esa mayor tensién
mero de atmoésferas, tendremos g +18Ja capacidad esférica, sin entrar en ella; y si llamamos H el na-
que estd representada en la (Fig. 4. :nH; dle donde a@=H —1. Daremos, pues, al manémetro la forma
. - n -
esfera cuyo volumen serg V=22 Tie’a graduacién s extenders hasta
Comprobacion.—B el
-—Bus

es decir, el volumen de la g:;;m;n ‘i.ol‘.’men ocupado por el aire cuando el mercurio ocupa el nivel MM,

estérica m4s o] engendrado por ONMQ (Fig® 4.%) y llamemos Xx= oQ vy

Y por tanto: k=—ce,

y se terminarf por una

V. x
Vo — : l 1 .
a+1 % capacidad esférica, Tendremos entonces: Vi=V,+= f yrdx
O bien: o
v, Vo dx V. g

Vi= —2 4= -——--————m———:\‘_*_vf 1 N Va ( 1 o L Y Va

a+1 g5 (@a—x+1)* " a+l 'oda—x-i-l" V":m_*-v' a—x+1 a+1) a—x+1

Las tensiones estando en razén inversa de los voltimenes, tendremos: % = ‘—‘;3 Ti=T.(a—x+1).

Y como la tension T, correspondiente al volumen V, (es decir, cuando el nivel del mercurio es el nivel
normal SS) es T.=1 atmébsfera, la tensién 7T, expresada en atmosferas es 7Ti=a—x+1 que es fun-
cién lineal de la abscisa; y por tanto, ¢l incremento AT, es constante y la graduacién uniforme.

_ Tal como hemos estndiado el manémetro, no tiene utilidad préctica, pues s6lo nos daria las tensiones
del aire contenido en el tubo manométrico, pero no la tensién del gas o del vapor en el receptéculo que
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comunica con el man6émetro; tendriamos que agregar la presion debida a la altura de l.n colupma mercu-
rial sobre el nivel normal y la debida al descenso del nivel en la cubgta debajo. de dicho nivel normal.
Antes de resolver el problema general estudiaremos la forma de la_secciéon meridiana para el caso de que
la graduacion uniforme nos represente la presién en la superficie de nivel correspondiente al nivel normal,
lo que constituye el segundo caso. Este estudio lo hacemos con el fin de pasar facilmente al caso préctico.

Segundo caso.—Haremos uso de la figura 3. del caso anterior. Llamemos de la misma manera a=
ntimero de divisiones iguales contenidas en OA, divisiones cuya longitud _tomaremos por unidad: asi
OA=a. Supongamos que el nivel del mercurio va tomando diferentes posiciones, y sean

aa—1, a—2....X0vd 2 1.0 las abscisas y Va Vet GV =g Vaania War VeVl Vo
los voltumenes correspondientes ocupados por el aire del mandémetro.
To Toey Taeo.oo.Txo... Ty Ty Ty Ty  serin las tensiones del aire correspondientes y

NP i Pugiveilys oosPy Py Py Py las presiones en la superficie de nivel correspondiente al
nivel normal. Se tendri evidentemente 7,= P.=1 atmosfera, puesto que en este caso el nivel del mer-
i g i mal.

i %(':;p'\hel l:l:;ftlu:}am.de la columna mercurial correspondiente a una atmésfera, es decir, 0.76m expresados
tomando por unidad una divisién del tubo, que hemos elegido por unidad de medida.

Cuando el nivel del mercurio estd en la abscisa X, la tensién del aire contenido en el mandémetro
es Tx y la altura de la columna mercurial sobre el nivel normal es @—X; por tanto, la presién en la
superficie de nivel correspondiente al nivel normal serd en atmosferas:

a—x a—Xx
Pl: Tl + h Yy TI:PI_ h
La divisién de la escala manométrica correspondiente a la abscisa X debe ser @a—X+1 pues hay
a—x divisiones comprendidas entre esta seccién y En. este punto A debe estar marcada 1 atmés-
fera; por tanto, el valor de Px cn atmoésferas, segin las condiciones del problema, debera ser Px=a —x+ 1.
Y por tanto:

T=a—x+l—‘—z—’:'—r:]—[(a—x)(h—l)-%-h] Y como segtin la ley de Mariotte Z‘_‘z_Tl:_—T‘:Y_'
¢ h h T Vi
resulta; LVi=Va O bien: ;—l [(a—x)(A—1)+A]= f Vdr= V. (4)

K
Diferenciando con relacién a X y suprimiendo el factor = tendremos:

h—1 .
yzlz[(a—x) (h—])+lz]———h—fy2dx=o Resulta: fyzdy:h_i_l[(a_x) (h—1)+A]y?
k K
Y llevando este valor a (4) queda: /Wn:]—) [(@a—2) (A—1)+h2y2 =V, fd fotad e
A Vih h—1 - v
meridiana seré: Y=¥5 (h—1) ‘@—n(hi—)+h que es también una hipérbola de asintotas

perpendiculares. Esta ecuacién se puede escribir méis cobmodamente asf:

_/ A I )
Y—l n(h—1) a—x+,7£-
=1

Vamos ahora, como en el caso anterior, a fijar el valor de X y a obtener el volumen de la capaci-
dad esférica en que debe terminar el manémetro por su parte superior. Tendremos:

L "V dr s o 1 Vil fhed 1
V:n["'dr::ﬂ 2 . =W d — -
5 x(h—1) me =Ll Set S | 7

: [ (a—x+h__l a :xc+h__l a—kte=x

k
De donde, suprimiendo de ambos miembros a Vi, resulta:

h 1
)= 3
; h—1 =il h Expresién en la cual se deberd tener k= +oo. Y como es limite infe-
=1

rior: k=—oc,
Ahora, el volumen V., de la capacidad esférica seréd:

°. Va2 1 V.h
— 2 — . — L. AT
V°—“/y‘”"’/:—1 A ali=l)kh

a-+ e

—c0

Comprobacion.—Se tiene para expresion de la presibn Px en atmosferas:

P::Tx—'—a—r n:V.

Y ==

h 3 V.
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Ahora,
= Y s Vah dz " V.h
GRuTE L dz—vo+h—l (a—z+_,’__)’_(a—x)(h—l)+/f
° i—1,
Por tanto: P, =(a—-:c) (A—1)+4h  a—1z

x h + h =a—zx + 1
debe marcarse en la abscisa X,

. Esewero.— Trdtase de construir un mandmetro con divisiones iguales, que representen en atmosferas las
presiones en las superficies de nivel correspondientes al nivel normal del mercurio; siendo la capacidad interior
del manometro, cuando el nivel del mercurio es el normal, de 10 litros y las divisiones de la escala correspon-
dientes a una atmosfera de 1 decimetro y que puedan leerse presiones ﬁvasta de 10 atmosferas.

que es el namero de atmoésferas que

La unidad de medida sera el decimetro, y tendremos: Va=10 a=9 h=16.
La ecuacién de la curva de la seccién meridiana serf:
7,6 1
y= ~~—.10- — o - 3.66_5____
6,6 9+g_’g_z O bien: y_10’1515_m
)
estando estas ordenadas expresadas también en decimetros. El volumen de la esfera terminal seré:
Val a0 7.6

Voza(’l— ])+h_9X6.6+7,6: 121343.

DISCUSION DE LA ECUACION DE LA SECCION MERIDIANA
Vimos atras : = g
a la ecuacién (z) de la seccién meridiana tedrica.

S i
(a) 3 — a %
l/“(h LT

h—1
el st AR
una curva rcalilél es decir, si la division de la escala es menor que 07.76, la ecuacién (2) representard
2 8i heey manl(,)metro serd practicamente realizable.
¥=0, que es sa v xyda ol fil;ll:;;.. el valor y seré igual a ©ox0; pero suprimiendo Ji—1 se obtendrd

Siendo las divisj ;
€ presi6n cOrresgvalli?:::sd: la (;eacala_ iguales a la altura correspondiente a una atmésfera, los incrementos
© una atmésfera; por tanto ]ca a unidad dt_a la escala, debidos a la altura de la columna mercurial, serin

como el volumen total es fy :a tensién del aire contenido en el tubo manométrico debera ser constante, y
su altura, debers serlo | § Hnlto, el volumen desalojado por el mercurio deber4 ser nulo, y como no lo es
a seccién transversal; luégo y=o0. Esto también lo dice la formula que da el vo-

V.l

lumen de la esfera terminal: V, ==V

ah—1)+h
Por tanto, volumen engendrado por OBMA =o. (Tig. 3.%).
3.° Si h=1 v

'
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Va=occ, la f6rmula da:

il - Vah h—1 T oot
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valor efectivamente indeterminado, pues no hay relacién
que ligue a Vo con

. S El volumen de la esfera terminal ser4 también infi-

o2 SN - (el ¥ LS P Iu nito.
219 La forma de la secci6én es, pues, cualquiera, y en
. lugar de esfera terminal puede dejarse libre la extremi-

dad: estamos, pues, en el caso de un manémetro de aire
libre, como se comprende facilmente.
no podra construirse el manémetro con esa condicion.

de escala que se ascienda; por tanto tura de mercurio es mayor que una atmésfera por cada unidad

que la tensién del aire contenido en , lpara que el incremento total fuera de una atmésfera seria necesario
Correccion para obtener la PfESign z}gnt(’,metro fuera negativa, lo cual es imposible.

Vs el radio de la base del manémet ectiva. —Supongamos la cubeta cilindrica y de radio 7; llamando

figura 5." El descenso de la columna YO supuesto terminado inferiormente en cilindro, como lo muestra la

ocupa una abscisa x = Om mercurial en la cubeta cuando el nivel del mercurio dentro del tubo

lo obtendrem . o s :
; A 08 medi laci6 te, en que u senta dicho
S0 e . ante la relaci6on siguien que repre

descenso y el espesor del vidrio en la parte cilindrica del tubo, ugsaber: ’ P

Vi=Vis h . 1 =il
= A
h—

2 (r*—(yatODu=V,—v,

O bien, puesto que
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Poniendo a—zr=am=="b queda

“(fz—(y.+e)2)u:V.(1 h )_ Va(h—1)b

~ (h—1)b+h) — (h—1)b+h
- Vi(h—1)b
T a((h—1) b+h) (r*— (yate)®)

a u y :
marcadas serd dada por la relacién } Que debera agregarse a dichas presiones.

De donde

La correccion que debe hacerse a las presiones

Tercer caso. — Secciones meridianas del manomeiro y de su cubeta, de manera que siendo la graduacion
uniforme represente la presion del gas o vapor del receptaculo que comunica con el mandmetro. Supongamos
terminado el manémetro por su parte inferior, abajo del nivel normal, en cilindro, y vamos a buscar las
secciones meridianas del man6metro y de su cubeta.

Tomemos por eje de las x el eje. de re_volucibn de las dos superficies; por origen el punto en que
el eje de revolucion encuentra a la superficie de nivel normal, y por eje de las y una perpendicular (Figura 6.%).

Representemos por X & » las coordenadas de un punto de la seccién meridiana del manémetro, y
por X, & Y las de un punto de la seccibn meridiana de la cubeta.

Sea MP la posicibn de la superficie libre del mercurio en el manémetro, correspondiente a una
presion Px del vapor del recepticulo, sea M'P' la superficie libre correspondiente del mercurio en la
cubeta. Sean OP=x y OP"'=—Xx. Los volimenes engendrados por AOMP y AA'M'P' deberan ser
equivalentes, pues cuando el nivel del mercurio dentro del tubo ocupa la posicién normal AO el de la

cubeta estd a nivel en AA'. Ademés la cantidad de mercurio que penetra dentro del tubo debe ser igual
a la que sale de la cubeta. Por tanto:

ol s
a-/'y?dxzu-/(y,"’—p’)dz, ¥ s
P
o o
Diferenciando ambos miembros con relacién a :
X, tendremos: 7
'l 43
2
df()’lz‘— p*) dz, >
dz o
¥ — = 1. ’ '
P dz, dx dz.
P
a ) 2 dIi
O también yider= (y — P ) . _d? dx Fizera Ga
o 2 o ATy
De donde Y¥=0"—p )—d? 5) Férmula en que p=radio exterior de la parte cilindrica del

tubo manométrico.

Establezcamos ahora la condicién de que el descenso X,

. ! del mercurio de la cubeta sea directamen-
te proporcional al ascenso del mercurio en el tubo, asi:

dx 1
== De donde: dr = L
& =2zk, e donde T = kdz, y T =%
Sustituyendo en (5) tendremos: yY=02- p"'),]‘— De donde: yi=p2+ ky? (6)

Mediante esta ecuacién (6) tendremos conocida la seccién meridiana de la cubeta cuando se conozca
la del mandémetro. e !

Tomemos cierta longitud para divisibn de la escala manométrica, la cual tomaremos por unidad.
Sea esa division Ol = l——2=2-—3=3—4~..... Frente de O debera estar marcada 1 atmoésfera; frente
a la abscisa 1: 2 atmoésferas; frente a la abscisa 2: 3 atmésferas; frente a la abscisa X se tendréan, pues, x-+1
atmésferas. Asi la presion Px correspondiente a una abscisa X del nivel del mercurio, sera: FPi=x+1
en atmosferas.

Por otra parte, si llamamos 7 la tensién correspondiente del aire dentro del manémetro expresa-

da en atmosferas, y /7 la altura de 0™.76 correspondiente a la presién atmosférica, pero expresada en
unidades de la escala, tendremos:

P.=T+ £ '*"21’1 O bien, notando que xtz% resulta: P.=T.+ &%’:_23_ (B)

Supongamos que se extiende el manémetro hasta una abscisa R=0k y que sea V el volumen
total de su capacidad interior cuando el nivel del mercurio es OA. Es decir, el volumen engendrado por
la rotacién de AOKS alrededor de Ox.

R
V== f Y dz
o
Llamemos Vi el volumen MPKS que le queda al aire cuando el mercurio ocupa la abscisa OP=x,

T,
Tendremos, segtin la ley de Mariotte: T:}l;— Y como 7.,=P.=1 atmésfera, resulta: 7=
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p—V | (k+D)z

Sustituyendo en (B) tendremos: = + . De donde, como Pr=z+1 queda:
_V ., K+1 R |
z4+1= V;+k_h-z De donde: [(K(LK;:—)—]-)I'F]] Vi=V
R
O bien, poniendo para simplificar: a= %‘l_—l : resulta:  (az+1)= f yidz=V (7)
R ) R
De donde, diferenciando: 7a | y* dz— = (az+ Ny*=o0 ::fyz = (az +1) )
A a
valor que sustituido en (7) da: :
T
—(az+1)2 2=V . av. 1 laV 1
a y"'— p= .((H:T])E De donde: y:' —:;-E—-F——l (8)

Es también una hi
ge, Gl verlp b oues pérbola de asintotas rectangulares. El valor R del limite superior serd oc, como

R R

,:nfy’dz:Va __d-'t__z: Vafd(az+l) ! 1 3 1 1 1
: J@rr=" | aGritp=—V [izhy - v=[drm=V (@)
1

Haciendo x i

=0 se deberé tener V,=V, Yy por ta

nto: 1=171— De donde: R=co.

Como e aR+ I

te al primero, n aplicables Ia :
2 » N0 es necesario d s notas que hemos hecho sobre el mismo asunto referen-
fijard por el ntimero de gradua:i;::g manémetro altura infinita, sino Gnicamente una altura / que uno
qu[t:' se quiera obtener, y terminarlo por una cavidad de cualquier

£ m O poniendo en lugar de X su valor KX, tendremos:
W=l st @
El valor de £ es, 4] (aKz, -+ 1)?

lla
ordenada (A mando e ¢] espesor del vidrio en la parte cilindrica del manémetro e ), la

e _—_e—l—@-

Discusion, — .
o Sustituyendo en (g) i) e Ingur ds' @ s valor a__li(_h:_l_)-—_l
€mos para las secc; B a2 Kh
(8 bis) / ones meridianas de] manémetro y su cubeta:
.\\ .
e = T 1 K(h—1)—1 1 "
J[Kh W« nO» yiz':——T__—. V.—-—- = - 2_},_93
o\l ) h Kh—1nN—1_
A CE=SA
ara que las
écuaciones representen curvas reales es necesario que se tenga:
e S I S e L
Asf, la condicibn que debe llenar | ; i
0.76 ’ ar la unidad de la escala serf, llamando su longitud en metros 2
=2l = 6
% K 076>z (1 + %.) Y por tanto: 2 -—‘0'761

1+ =
Si Kh—K—1=o0, se tendria y=o 3
V=0oc, en cuyo caso seria y=ocxo val
para llenar la condicion de V=oc basta q
manémetro de aire libre: en efecto, para

divisién sobre el nivel normal, y la dife

¥ el manémetro no serfa practicable a menos que se tomara
or indeterminado; la seccién podria tomar cualquier forma, y
€jar su extremidad libre. Este caso corresponde, pues, al de un
que la presion sea de una atmésfera el nivel tendra gue ascender
rencia de nivel total seré, llamando 2 la longitud de una divisién:

S0 076 2 .
L K Y como o= =iy tendremos: —(')'7—61‘ & _I(()_Z?I =0.76
14— I==
lo que corresponde a dicho caso. f =
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Por altimo, si Kh—K —1<0, la ecuacién (8) representar& una curva imaginaria, no podra construir-
se manémetro con divisiones de tales dimensiones. En efecto, llamando 2 la longitud de una divisién,
tendriamos en el presente caso:

Z=> _0.76 i De donde

1+ 74
y para que el nivel del mercurio marcara n+1 atmoésferas serfa necesario que ascendiera 71 divisiones,
en cuyo caso la altura del nivel del mercurio dentro del tubo, sobre el nivel normal, seria nz, y el des-

z+ £>076

nz
censo del nivel de la cubeta respecto del mismo nivel normal serfa b4 Lo que da un desnivel total
n(z+—lz—()>0.76n. Por s6lo este desnivel la presién habrd crecido en 7 atmésferas, y como

Tn + n(z+%)=n+l resulta que 7T,<1 atmosfera. Pero la tensién inicial siendo de una atmoésfera,
resulta que dicha tensiéon deberfa disminuir con el ascenso de la columna mercurial, lo cual no podré ve-
rificarse segtin la ley de Mariotte.

Modificacion.— Podemos suprimir la cubeta y dar al tubo manométrico, abajo del nivel normal, una
forma cualquiera YK (Figura 7.°) y en seguida encorvarlo en HbBK para empalmarlo en H con otro
tubo de forma especial determinada por la condicién de que el descenso OP' del mercurio en éste sea
proporcional al ascenso OFP en el tubo manométrico. Para esto llamemos X é ) las coordenadas de un
punto M del tubo manométrico, y X1 & 1 las del punto M' correspondiente del tubo mercurial. La
cantidad de mercurio contenida en la porci6én OM del tubo manométrico debiendo ser igual al espacio
vacio AiM' del tubo mercurial, resultard que el érea engendrada por la rotacién de MPQOy alrededor
de Ox debe ser igual al drea engendrada por la revolucién de OAM'P' alrededor de Oxy. Se tendra:

: ’ d
:t/y"’dxz:tfy,zdx, De donde: y‘d;z:y,z%dz y"’=y,2d—?
o
Y para que la curva de la secci6n meridiana del tubo esté dada por la misma ecuacién (8 bis) pondremos:
d 71
z = K=z, PR a%’-Z K Y por tanto: 1=Ky O bien = 'Ky

Sustituyendo en lugar de y su valor (8 bis), y en lugar de X su valor en funcién de Xi tendremos:

y |/ EB=D—DV 1
L wh K (h—D—1
h

.‘L',—-l

Héaganse de hierro colado los dos tubos hiperbélicos AH
y A'H' lo mismo que el tubo comunicante MNA. Reem-
placese la cavidad esférica por otra del tubo encorvado PP'fG
del cual una parte PP'f es de hierro y otra JG un tubo de
vidrio graduado con graduaciones iguales, el cual pueda atorni-
larse y desatornillarse en f. Un flotador de hierro m esté
sostenido por un hilo que Gpusa por dos poleas P y P' y
termina por un contrapeso que sirve de indicador de nivel.
(Véase Figura 8.%). La capacidad PPfG disminuida del volu-
men del contrapeso, de la parte externa del flotador, de las
poleas y del hilo, debe ser equivalente al volumen que hemos
calculado para la esfera terminal. El tubo graduado fG puede
ser separado y limpiado, y puede hacérsele una graduacion de
metal, y ademés pueden hacerse varios tubos iguales para reem-
plazarlos en caso de ruptura.

Nota.—En la mayor parte de los problemas de Andlisis infinitesimal el método que se sigue consiste
en establecer una relacién entre la diferencial de la funcién, o una o varias de sus derivadas, y.la variable
o variables de que depende, y en seguida se determina la funcién por la integracién de la ecuacién o ecua-
ciones diferenciales establecidas.

En el presente caso el método seguido es especial, pues la ecuacién que se establece se refiere a una
integral de una funcién desconocida que se determina por la eliminacién entre la ecuacién establecida y

su diferencial.

NOTA DE LA DIREOCION—Enitre los numerosos trabajos elementales que como apliqaoidu
geoméirioa presenté Garavito durante sus tltimos afios de estudio en la Faculfad de Matemdhoae_ o
Ingenieria de Bogotd, hemos escogido varios para su reproduccién en csta Revista, con e_l propésito
de dar a los lectores de ella una idea referente a las altas capacidades analfticas del sa-bgo profesor
colombiano, y que se pusieron de manifiesto desde sus primeros ensayos e las (l!.ll(ls. zfnwm'si.tflrias.
Ciertamente, estos trabajos no tienen mayor importancia: los consideramos como ejercicios de calqnlo
afortunados y no como estudios de investigacion cientifica. Pero como nos hemos 1))'oplfc§to exhibir
aqui el conjunto de la obra de Guaravito, antes de abordar su labor fundamental de Mecanica celeste,
parécenos que tal veg ellos no egtdn fuera de lugar. Prézimamente insertaremos en la serie de tra-
bajos de Garavito otros de indole semejante, agrupdndolos todos bajo el titulo comun de “Entreteni-

mientos matemdticos”.



