LOS FILTROS DE MUESTREO Y EL FENOMENO DE
AUTOIMAGEN.
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Los filtros de muestreo son elementos difractivos que permiten, bajo
cualquier tipo de iluminacion crear multiples imagenes de un objeto sin
sistemas Opticos adicionales. Los filtros pueden ser descritos como
arreglos de microlentes y mediante este modelo se determina la formacion
de imagenes. Haciendo uso este formalismo desarrollado se establece una
descripcion teorica alternativa para el efecto de auto-imagenes bajo
iluminacion incoherente conocido como efecto Lau.

1. Propiedades de formacion de imagen de los filtros de muestreo.

Un filtro de muestreo es un objeto Optico plano consistente de pequenas
aberturas distribuidas en un arreglo cuadrado, Fig.1. La transmitancia del

filtro se puede escribir como 7(x,y)=7(x,y)®g(x,y), donde T(x,y) es
proporcional a la funcion peine (comb)

T(x,y)= i i S(x—ud,y—vd)zdlzcomb(;,i;j (1)
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Cuando el objeto plano de entrada es insertado enfrente de un filtro de
muestreo y es iluminado por luz monocromatica (coherente o
incoherente) entonces se obtendran multiples imdgenes en diferentes

planos detras del objeto.
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Figura 1. Representacion grafica de un filtro de muestreo

Las multiples imagenes en diferentes planos difieren en concentracion
descrita por el parametro o =a/A4; donde a es una distancia entre los
centro de iméagenes vecinas y A es el tamafio de una sola imagen. El
aumento de las imagenes se incrementa con la distancia entre el filtro y su

plano imagen, Fig.2.
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Figura 2. F — Filtro de muestreo; P1, P2,P3 — Planos de la imagines multiples del objeto
0.



En orden de explicar este efecto es conveniente usar otra forma

equivalente de la funciéon'"! T(x,y)

+00

T(vy)= 3 *z“q(Hrl(K)exp{— "" [(x—Hdl—DMy—Kdl—D)z]} (2)

H=-0 K=-x meM
donde
] d’> m i izado por 1os n |
) f —— 7 eSS un parametro caracterizado pOI' 0S numeros naturales m
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y M tales que no tienen factores en comun.

2) 4 _{ d/M,m— par 3)D:{ d/2M,m=2,6,10...

1 d/2M, m—impar d/2M,m—otros casos

4) ¢,(H) son los coeficientes de fase de las mismas magnitudes, los cuales
pueden ser calculados como

| ; 2 \m-1 (72 _
C(H),mes impar =1 xp(”‘H ]Z exp{zm(h M hH)}
C,(H)= C(2H),mes divisible por 4 md ~\ 2Mm m

C(2H +1),mes par y indivisible poi

h=0

Vale la pena tener en cuenta que los valores de fase la suma que define la
funcion T(x,y) son las transmitancias de lentes delgadas de distancia focal
/..., en la aproximacion paraxial de Fresnel. Estos factores de fase son
los responsables de las propiedades de formacion de imagenes del filtro

de muestreo y por lo tanto podemos el siguiente modelo de formacion de
imagenes:
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Figura 3. Imagenes formadas por lentes de distancias focales f, ,, .
1) El centro de las lentes tienen coordenadas (x— Hd, — D,y - Kd, — D) en

el plano del filtro donde H,K nimeros enteros.

2) Elproducto C,(H)C,(K) determina un cambio de fase introducido por

la lente apropiada.
3) Se cumple las siguientes relaciones para una lente:
1 N 11 A A,q a _d
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donde p es la distancia entre el plano objeto y el filtro de muestreo, g es la
distancia entre el plano de la imagenes multiples y el filtro, 4 es el
tamafio de una sola imagen, 4, es el tamaio del objeto y a es el periodo

en el plano imagen siendo la distancia entre imagenes vecinas.
Los parametros f,,,, d,, D toman diferentes valores para diferentes pares

(m, M) de numeros naturales sin factores comunes. Esto significa que
existe un numero infinito de forma de la transmitacia 7(x,y). Un plano
imagen corresponde a un par fijo de numeros (m, M). Por lo tanto las
imagines multiples aparecen en muchos planos. Estas imdgenes que

difieren por su concentracion, definida por el pardmetro a=a/4. En la



practica se observa el fendmeno de formacioén de imagen en planos donde

o>1, y por lo tanto las imagenes no se superpondran.

Por medio de presente ecuacion caracteristica para las lentes y la

definicion s d* m  se puede escribir el coeficiente o de la siguiente

"™on M
forma:
2ph
, para m par
_ | Agpdm = 0yax =a(m=1)=a(m=2)
14 .
,para m impar
Aydm P P

Generalmente: m crece = o decrece.
Hasta ahora se ha analizado la formacion de imdagenes de filtros de
muestreo ideales con una transmitancia T(X,y), donde el elemento de

muestreo fue infinitesimalmente pequefio (g(x,.y)=8(x,)). En el caso
de un filtro de muestreo real las agujeros tienen dimensiones finitas y

g(x, ) #8(x, ).

2. Resolucion de la formacion de imagenes de filtros de muestreo reales.

La transmitancia de una lente particular 7;(x,y)=T(x,y)® g(x,y) esta

descrita por la siguiente convolucion:

)= eXp{_ 2lk ((x - #d, - DY +(y - Kd, - DY ]}®g(x,y) SN )

mM



De acuerdo a la difraccion de Fresnel y la teoria de las lentes, la funcion
g(x,y) define los puntos focales y la repuesta impulso de la formacion de
imagenes. Cuando una transmitancia de amplitud del objeto a la entrada

se describe por U (xo, yo) entonces la distribucion de intensidad que

corresponde a una sola imagen es proporcional a

®g[x1me ’ Vit ] 4)

q q

en el caso de iluminacidn espacialmente incoherente, o es proporcional a

U|:— (xl — Hd, —D)p _ (J’1 - Kd, —D)p} ®g[x'f”’M , yl.meJ2 (5)

q q

cuando el objeto es iluminado por una onda plana coherente. La
resolucion de una imagen particular es equivalente a la que es formada
por una lente de distancia focal f,,, y una funcién de pupila P(x, y)
expresada por la transformada inversa de Fourier de la celda elemental de

muestreo:

mM

—00—00

P (x,y) = TTg(u,v)eXp{W}dudv . (6)

3. Regiones de formacion de imagenes por muestreo



I: valores pequefios de ro d* m entonces las imagenes son pequenas y
mM—
%M

borrosas a causa de la resolucion limitada (las dimensiones caracteristicas
de los agujeros de muestreo son comparables al tamafio de las imagenes).

2

II: valores altos de o d>m | m se incrementa entonces o decrece; por
mM—
A M

lo tanto las imagenes multiples se superponen y no son visibles.

III: las multiples imagines estan separadas y tienen resolucion aceptable.
o, =om=1)=a(m=2) = f,,=d’/A es usualmente lo mas
conveniente desde el punto de vista practico.

4. Descripcion del efecto Lau'?! mediante la teoria del filtro de muestreo.
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Figura 4. Montaje optico para el efecto Lau

Los valores dj,d, y las funciones ¢#(x), #,(x) que denotan
respectivamente los periodos y las transmitancias de las redes Gy, G,
(Fig.4.). Las transmitancias se pueden expresar como

T =6(NOYS(x—udy), Ty(x)=6x)OY8(x—udy), (7)

u denota un entero y ® convolucion. Estas transmitancias se pueden
interpretar como las de un filtro de muestreo unidimensional:



S8 (x—udy) =Y C(H) exp{— % (x— Hd, '—D)Z} . (8

u H
2
dy,/M,m—
donde f =diﬂ, ,'= ’ " ‘par , 9)
20 M d,/2M ,m —impar

Hes un entero. D =d,/2M cuando m es par y indivisible por 4 (m=2, 6,
10,...) y D=0 para los otros casos.. C(H) son coeficientes complejos:

m—1
C(H) = (l/mdz)exp<inH12 /2Mm)z exp[i2n (th —hH, )/m]; donde
h=0
H, =H para m impar, H, =2H para m divisible por 4y H, =2H +1
otros casos.

De acuerdo a las ecuaciones (7), (8) la transmitancia de la red G, se
expresa como

T, (x) =3 C(H) exp{— 2’i (x— Hd, '—D)z} ®t,(x). (10)
H S

Por lo tanto la transmitancia de la red G, es Opticamente equivalente a
un conjunto de lentes cilindricas con longitud focal . En la aproximacion
paraxial de Fresnel la linea focal de una lente cilindrica esta descrita por
C(H)ty (x—Hd2 '—D)[S]. La ecuacion (10) permite definir en una forma
simple la respuesta al impulso del sistema formador de imagen con la red
G,. La respuesta al impulso que describe la amplitud compleja del
campo en el plano de salida, generada por un punto objeto situado en el
plano de la primera red G;.De nuevo se cumple la siguiente ecuacion:

Seio2 a=dy2re (11)
p q f p

donde p es la distancia entre las redes, ¢ entre la red G, y el plano de
salida y a denota distancia entre las imagenes de los objetos puntuales y



creadas por lentes vecinas que corresponde a la red G,. La respuesta al
impulso de toda la red G, en el caso coherente es:

h(x) =Y. C(H)t (xl S Ha- D'J , (12)
H q

donde p=pP*d .
p
En este caso la condicion de no superposiciéon (CN) debe ser impuesta

x.f

que requiere que los rangos de valores no cero de las funciones ¢, (—J
q

y b (M—aj no se superpongan. Cuando se cumple la condicién CN

entonces la respuesta al impulso en el caso de iluminacidon incoherente se

2
q

donde |C|2 = |C(H )|2 =const y D ' produce solamente desplazamiento

In(x)|® =|c|” ®Y8(x ~Ha-D'),  (13)
H

lateral de la funcion |h(x1 )|2. Los parametros |C|2 y D ' no juegan un

papel importante y pueden ser omitidos. Rescribiendo |h(x1 )|2 :

l2 [)Cl i]
q

Cuando el objeto de entrada es la red G; con transmitancia 7j(x,),

2

Ih(x)|” = ® Y8 (v - Ha) (14)
H

iluminada por luz espacialmente incoherente entonces las propiedades de
las lentes permite concluir que la distribucion de intensidad en plano de



salida es proporcional a /(x}) = |T 1(=x1p/ q)|2 ® |h(x1 f/ q)|2. De acuerdo

con ecuacion (7) esta se puede reescribir como:

tl(_ X1 EJ tz(xl i}
q q

Se puede interpretar este resultado como una superposicion incoherente
de imagenes de la red G;. Cada imagen es creada independientemente

2 2

I(Xl) = ®

®Y8(x; —udyg/ p)® 3.8 (x) — Ha) (15)
u H

por una lente cilindrica que corresponde a la red G,. La distribucion de
intensidad a través de la imagen de la red Gy es proporcional a:

tl[—xl pj Zz(xl fJ
q q

1;(x1) es una funcion periddica con periodo dp/q. Las imagenes estan
mutuamente desplazadas por un factor a.
Para observar franjas de Lau las imagenes de la red G; se deben

2 2

Ii(x1)= ®

@8 (x; —ud;q/ p)- (16)

superponer adecuadamente: Esto ocurre cuando se satisface la siguiente
condicion de coincidencia (CC):

a=——, (17)

donde n, N son nimeros naturales arbitrarios sin factor comun.
Bajo la suposicion de CN y CC la distribucion de intensidad en el plano
de salida se escribe como:
%) (xl fJ
q

A [— X1 pj
q

Cuando en el plano de salida se obtiene una distribucion periddica de

. . . dig 1 .
intensidad con periodo ﬂﬁ Cuando un minimo igual a cero aparece

p

2 2

I(xl)z ®

o - Hdia ) 8
@55[1 pN] (18)



en el periodo de la funcion I(x;) se observa una estructura consistente en
franjas de Lau bien definidas.
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